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Introduccion

En 1922, Stefan Bergman (1895 — 1977), matemadtico polaco-estadounidense,
presentd en su tesis doctoral, “Uber die Entwicklung der harmonischen Funk-
tionen der Ebene und des Raumes nach Orthogonalfunktione”; el estudio de un
nicleo de un operador integral, el cual seria una de sus mayores aportaciones a
las matematicas, y que actualmente se conoce como el nicleo de Bergman. As{
inicia el estudio sistematico de los espacios de Bergman, tema que ha tenido
importantes avances en los ultimos anos; tanto por los problemas relativos a las
funciones que contienen dichos espacios, asi como por los operadores que actian
en ellos.

Dado un dominio 2 del plano complejo, se le asocia el espacio de Bergman
A2(Q), que consiste de las funciones analiticas y cuadrado-integrables respecto
a la medida de Lebesgue. Este es un espacio de Hilbert, con producto interior

<f,g>=/ﬂf§dm.

El nicleo de Bergman es la tinica funcién K : QxQ — C que satisface la férmula
reproductora: para cada f € A%(2) se tiene que

f(z):/ﬂf(w)K(z,w)dm(w), VzeQ, (1)

Utilizando la funcién nticleo como herramienta principal, Bergman obtuvo
resultados notables en la teoria de funciones conformes, y siguiendo ese método,
también en ecuaciones diferenciales y en geometria diferencial. Bergman publicd,
en 1950, la primera introduccién a estos resultados, en la monografia “The
Kernel Function and Conformal Mapping” [2].

La teoria moderna de los espacios de Bergman incluye la generalizacién a
espacios de Banach. Dado 1 < p < o0, se define el espacio de Bergman AP () co-
mo el subespacio de funciones analiticas en LP(§2). Naturalmente, se plantearon
problemas para los espacios de Bergman que se habian resuelto exitosamente
para otros espacios de funciones. Por ejemplo, la representacién de su espacio
dual AP(Q2)*. En 1964, los matematicos rusos V. P. Zaharjuta y V.I. Judovi¢
publicaron en [10] que para los espacios de Bergman se presenta una situacién
similar a la de LP(2), esto es para 1 < p < 00 y ¢ su exponente conjugado, se
cumple que AP(D)* = A%(D). En la década de los 70’s se plantearon problemas
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VIII INTRODUCCION

muy interesantes, pero en el momento se pensaron intratables. Sin embargo, en
los 90’s floreci6 la teoria de espacios de Bergman, avanzando en las preguntas
planteadas anos atrds y encontrando conexiones con otras ramas del andlisis.
Entre los problemas que siguen abiertos, destaca la clasificacién de los subes-
pacios invariantes de AP(ID). Un subespacio V' C AP(D) se dice invariante en
AP (D) si satisface que zf(z) € V, para todo f € V. La clasificacién de los subes-
pacios invariantes de AP(ID) es un problema sumamente atractivo y dificil, como
explican P. Duren y A. Schuster en [5]. Sobresale que H. Hedenmalm, S. Richter,
y K. Seip sefalaron en [7], que entender los subespacios invariantes de A?(ID)
permitiria resolver el famoso problema del subespacio invariante en espacios de
Hilbert.

Esta tesis de licenciatura expone los primeros resultados que se presentan
en la teoria de los espacios de Bergman, y que son fundamentales para el desa-
rrollo posterior. Su objetivo principal es introducir el tema de manera sencilla,
limitandose a demostraciones elementales y una presentacién autocontenida. De
esta forma, buscamos que el trabajo sea accesible para un estudiante que ha-
ya tomado cursos introductorios de analisis funcional, teoria de la medida y
variable compleja.

Una de las caracteristicas mas atractivas de los espacios de Bergman es la
interaccion entre andlisis funcional, teoria de la medida y variable compleja.
Por ello, los dos primeros capitulos de este trabajo dan un repaso de los re-
sultados que se utilizan de tales areas. El capitulo 1 primero presenta a las
funciones analiticas, donde destacan dos herramientas: la férmula integral de
Cauchy y la representacion local como serie de potencias. En la tltima seccién,
se enuncian las propiedades geométricas del disco unitario, y su relaciéon con
dominios propios y simplemente conexos. Aparece entonces uno de los teoremas
mas influyentes en este trabajo, el teorema del mapeo de Riemann, el cual no se
demostrara. Por su parte, en el capitulo 2 se revisa la teoria béasica de espacios
normados; en particular, su estructura y los operadores lineales que actian en
ellos. Se distingue a los espacios de Hilbert (que tienen un importante papel en
la primera parte del estudio de los espacios de Bergman) principalmente por
el concepto de base ortonormal, asi como por el teorema de la descomposicion
ortogonal y el teorema de representacion de Riesz.

Como se ha mencionado anteriormente, el espacio de Bergman AP () es un
subespacio de LP(2). Dado que AP(2) hereda propiedades de LP (), aprovecha-
mos el capitulo 3 para estudiar a los espacios LP(£2) con mayor detalle. Aunque
nuestro interés estd en la medida de Lebesgue, conviene trabajar de manera
mas general y lo hacemos en el caso de una medida abstracta y finita p. La
primera parte del capitulo 3 menciona los conceptos esenciales de teoria de la
medida para la construccién del espacio LP (). El primer objetivo es demostrar
que LP(u) es, en efecto, un espacio de Banach. El segundo objetivo es dar una
representacion del espacio dual: para 1 < p < 0o y ¢ su exponente conjugado,
LP(u)* y L9(w) son isométricamente isomorfos. Para establecer esto se necesita
el teorema de Radon-Nikodym, el cual se prueba con detalle.

En el capitulo 4 se entra propiamente al tema de los espacios de Bergman.
Una vez que se prueba que AP(£2) es un espacio de Banach, seguimos el trabajo
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de S. Bergman y se estudian los espacios de Hilbert A2(£2). La propiedad fun-
damental para la construccién del nicleo es la continuidad de los funcionales de
evaluaciéon en A?(Q2). Usando el teorema de representaciéon de Riesz, se obtiene
entonces el nicleo de Bergman K, de tal forma que es la tnica funcién que sa-
tisface la férmula reproductora (1). Como se ha indicado previamente, el nicleo
de Bergman es el principal objeto de estudio en A%(Q). Ademés de sefalar
sus propiedades elementales, se obtiene una una representacién del nicleo de
Bergman de € en términos de una base ortonormal de A?((2). Asimismo, se
encuentra que el nicleo de Bergman proporciona la solucién de algunos proble-
mas de minimizacién en A%(Q). Una vez establecidas las generalidades sobre el
ntcleo de Bergman, pasamos al ejemplo mas importante: el espacio de Bergman
del disco unitario, A%(ID). En este espacio, la familia de monomios {2"},¢n, es
un conjunto ortogonal. Normalizando, se calcula entonces una base ortogonal
de A?(D). Como consecuencia de la representacién del nicleo en términos de
ella, se obtiene que el nticleo de Bergman del disco unitario es la funcién

1

Klaw)=n—op

Vz,weD.

Para concluir el estudio de A2(f2), consideramos su aplicacién en la teorfa de
transformaciones conformes. Si €2 y © son dominios conformemente equivalentes,
entonces sus respectivos espacios de Bergman, A%(Q) y A%(0) son isométrica-
mente isomorfos. Ademsds, el niicleo de Bergman de € se expresa en términos del
nicleo de Bergman de O. Por el teorema del mapeo de Riemann, el ejemplo del
disco unitario cobra mayor importancia a partir de la invariancia conforme, pues
los resultados que se obtuvieron para A%(ID) se trasladan a dominios propios y
simplemente conexos. Cuando se conoce la biyeccién conforme ¢ : Q — D, basta
sustituir para conseguir una expresion explicita del niucleo de Bergman de (2.
Es sobresaliente que también se puede proceder en la direccién inversa, pues en
general, la transformacion dada por el teorema del mapeo de Riemann no se co-
noce. Una de las consecuencias més importantes de la invariancia conforme, que
senal6 por primera vez S. Bergman, es una expresién para la biyeccién conforme
@ : 2 — D en términos del nicleo de Bergman de €.

La segunda parte del capitulo 4 se concentra en el espacio de Bergman del
disco unitario AP(D), para 1 < p < oo. Lo primero que se demuestra es la
densidad de los polinomios en AP (D), que resulta ser muy ttil en lo siguiente. En
la parte correspondiente al espacio A%(ID), se observa que la proyeccién ortogonal
de L?(D) sobre A%(D) es el operador integral inducido por el niicleo de Bergman.
En el caso de los espacios de Banach no disponemos la férmula reproductora,
pero si operador integral inducido por el nicleo de Bergman,

Bf(z)—/gﬂ_(lf_(i)w)gdm(w), VzeQ, feLPD). (2)

La integral en 2 existe cuando f € L!(D). Entonces B es un operador de LP(DD)
en F(D,C), el conjunto de funciones f : D — C, para 1 < p < o00.Si 1 < p < o0,
se prueba que si f € LP(D), entonces Bf € AP(D); asimismo, que Bf es un
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operador lineal acotado y que Bg = g, para todo g € AP(D). Por lo tanto,
B : LP(D) — L?(D) muestra ser una proyeccién de LP (D) sobre AP(D).

Para finalizar, se obtiene una representacién del espacio dual de AP(D), a
partir de la representacién para LP(D)* y de la existencia de la proyeccién de
Bergman. Se demuestra que, para 1 < p < oo con exponente conjugado ¢,
AP(D)* y A?(D) son isomorfos.



Capitulo 1

Funciones analiticas

1.1. Definiciones y notacion

El plano complejo es el conjunto
C={z+1iy|z,y € R},
donde 32 = —1. Dado un ndmero complejo z € C, existen x,y € R tales que
z =+ 1y.

Escribimos Re z := z, la parte real de x e Im z := y, la parte imaginaria de x.
El mddulo de z es

|| = V/(Re 2)?2 + (Im 2)2.

Sean zg € C y r > 0. Recordemos que el disco abierto con centro en zy y

radio T es
D, (z9) :={z€C| |z — 20| <7}.

Su cerradura es el disco cerrado correspondiente, que es

D,(z0) ={z€C]| |z — 20| <},

mientras que su frontera es la circunferencia con centro en zg y radio r, que se

describe como
Cr(z0) :={2€C]||z—z| =7}

Si 2 es el origen, simplemente escribimos C. y D,., respectivamente.

1.2. La derivada compleja

Sea U C C un abierto. La derivada de una funcién f : U — C en zg € U
existe, si existe el limite del cociente

f(z0 + 1) = f(20)
h b

1



2 CAPITULO 1. FUNCIONES ANALITICAS

cuando h — 0. En ese caso, definimos la derivada de f en zy por

PR (EE.E0)
zZ—20 Z— 20
Una funcién con valores complejos f es holomorfa en un conjunto abierto
U C C si la derivada f'(zg) existe para todo zg € U. Si f es holomorfa en C,
decimos entonces que f es una funcidn entera.
Denotaremos el conjunto de funciones holomorfas en un conjunto abierto
U c C por H(U).

Proposicion 1.2.1. Sea U C C un conjunto abierto.

I Sif,ge HU), entonces f+g € HU) y fg € H{U). Ademds, si g(z) # 0,
Yz € U, entonces f/g € H(U).

II. La composicion de funciones holomorfas es holomorfa. Esto es, si f €
HWU),ge H(V), y f(U) CV, entonces go f € H(U).

Sumado a esto, las reglas usuales de derivacion son vdlidas.

Claramente, la identidad y las funciones constantes son enteras. De la propo-
sicion anterior se sigue entonces que cualquier funcién polinomial con coeficientes

en C:
p(z) =ap2" + ...+ a1z + ao,

también es una funcién entera.

Para terminar la presentacién de las propiedades béasicas de la derivada com-
pleja, el siguiente teorema presenta la relacion entre esta y las derivadas parcia-
les.

Teorema 1.2.1. Sea U C C un conjunto abierto y f : U — C wuna funcion
holomorfa con u = Re f y v = Im f. Entonces f satisface las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, que son,

ou  Ov ou v

or oy’ oy Oz
Ademds,
ou ov
r_ 77
F= Ox +Z8:v'

1.3. Integral de Cauchy

Una curva es una funcién continua ~ : [a,b] — C, con a < b. Denotamos la
imagen de v por v*. En esta situacién también diremos que  es una parame-
trizacion de v*. La curva «y es suave si es de clase C* y +/(t) # 0, Vt € [a,b].
De la misma manera, una curva -y es suave a pedazos si existe una particion
a=ag<a <...<a, =D, para la cual 7 es suave en los intervalos [ay, ax+1].
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Definicién 1.3.1. Sea 7 : [a,b] — C una curva suave y f : v* — C una funcién
continua. Definimos la integral de f a lo largo de v por

/7* J(z)dz = / oo .

Si v es suave a pedazos respecto a la particién a = a9 < a1... < a, = b de
[a,b], y f es continua en v*, entonces

/ e =3 / " @
v k=0 " %k

Ejemplo 1.3.1. Sea zp un punto, » > 0y f una funcién continua en C,(zp). Al
usar la notacién [, (20) f(2)dz, nos estaremos refiriendo a la integral f,y* f(z)dz,

donde 7 : [0,27] — C es la curva suave dada por
t s 29 + et Vit e 0,2

Ejemplo 1.3.2. Dados tres puntos a,b y ¢, el tridngulo cerrado con vértices a,
b y c es el conjunto

T ={Ma+ b+ Azc| A1, A2, A3 >0, A1 + Ao+ A3 =1}

Su frontera se puede parametrizar de varias formas, lo cual da lugar a la frontera
orientada 0T. En adelante entenderemos por 97 la curva suave a pedazos:

a+ (b—a)t, sio<t<1,
OT(t) :=b+(c=b)(t—1), sil<t<2,
c+(a—c)(t—2), si2<t<3.

Teorema 1.3.1 (de Cauchy para un tridngulo). Sea U C C un conjunto abierto.
Si f es una funcion holomorfa en U, entonces para todo triangulo cerradoT C U
tenemos que
f(z)dz=0.
aT*

Teorema 1.3.2 (Férmula integral de Cauchy para una circunferencia). Sea
U C C un conjunto abierto y f : U — C una funcion holomorfa. Si zg € U
y D,(20) C U, entonces

f(20) L /C 1(z) dz.

- % (20) zZ— 20

Teorema 1.3.3 (Morera). Sea U C C un conjunto abierto. Si f es una funcion
continua en U tal que para todo triangulo cerrado T C U

f(z)dz =0,
oT*

entonces f es holomorfa en U.
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1.4. Convergencia de una sucesion de funciones
Dado un conjunto arbitrario A C C y una sucesiéon de funciones
fnit A= C, vneN,

consideraremos su convergencia.

Si para cada x € A tenemos que la sucesién { f,,(x)}nen C C converge, deci-
mos que { f, }nen converge, o bien, converge puntualmente a la funcién definida
por

fl@)= lm f,(z), Vz e A

n—oo

Desafortunadamente, el limite puntual no hereda algunas propiedades de la
sucesion de funciones, por ejemplo la continuidad. Para obtener resultados de
este tipo, necesitamos una convergencia de naturaleza “global”. Consideremos
entonces, para BC Ay f: A— C,

[flloc. 5 == sup{|f(2)] |z € B}.
Definicién 1.4.1. Sea A C C.
I. Convergencia uniforme.

1) Una sucesién de funciones f, : A — C converge uniformemente en
BCAa f:B—C,sipara cada € > 0 existe N € N tal que,

||f7anoo,B<€, VHZN

11) La sucesion {f, }nen es uniformemente de Cauchy en B C A si para
cada € > 0 existe N € N tal que

| fn = frnlloo,B <€, Vn,m> N.

IT. Convergencia uniforme en compactos.

1) Una sucesién de funciones f, : A — C converge a la funcién f: A —
C uniformemente en compactos si para todo subconjunto compacto
K C A, {fn} converge uniformemente en K a f.

11) La sucesion {f,}nen es uniformemente de Cauchy en compactos de
A si para todo conjunto compacto K C A, la sucesién de funciones
restringidas a K, {f,|x }, es uniformemente de Cauchy.

Proposicién 1.4.1. Sea A C C y {fn}nen una sucesion uniformemente de
Cauchy en compactos de A. Entonces eziste f : A — C tal que f,, — f unifor-
memente en compactos de A.

Demostracion. En el compacto K := {z} tenemos que

| fn(®) = fn(2)] < an_meOO,K- (1.1)
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Como {f}nen es uniformemente de Cauchy en K, de la ecuacién anterior se
sigue que {f,(x)} es una sucesién de Cauchy en C. De la completez de C se
sigue que {f,} converge puntualmente a

fl@) = lm fu(z), VzeA

Para comprobar que f,, — f uniformemente en compactos de A, fijemos un
compacto K C A. Dado € > 0 existe N € N tal que si n,m > N, entonces

”fn - fm”OO,K <e
Haciendo m — oo se sigue lo deseado. O

Teorema 1.4.1 (Teorema de continuidad de Weierstrass). Sea {f, }nen una su-
cesion de funciones continuas en un conjunto A C C. Si f,, — f uniformemente
en A, entonces f es continua en A.

Corolario 1.4.1. Sea {fn}nen una sucesion de funciones continuas en un
abierto U C C. Si f, — [ uniformemente en compactos de U, entonces f
es continua en U.

Demostracion. Sea x € U y tomemos r > 0 tal que D,.(z) C U. Dado que
{fn} es una sucesién de funciones continuas y f, — f uniformemente en D, (),
entonces f es continua en D,.(x), de lo cual se sigue lo deseado. O

Proposicién 1.4.2. Sea {f,}nen una sucesion de funciones holomorfas en un
abierto U C C. Si f,, — [ uniformemente en compactos de U, entonces f es
holomorfa en U.

Demostracion. Primeramente observemos que la convergencia uniforme en com-
pactos implica que f es continua.

Sea T' C U un triangulo cerrado. Puesto que T es un conjunto compacto, la
sucesion { fr }nen converge uniformemente en 97*. Esto implica que

(z)dz = lim fu(2) dz. (1.2)
oT* n—=oo Jor+

Por otra parte, cada f,, es holomorfa en U. Por el teorema de Cauchy, de (1.2)
se sigue que

f(z)dz=0.
oT*

Utilizando el teorema de Morera obtenemos lo afirmado. O

1.5. Series de potencias

Una serie de potencias alrededor de zy € C es una serie de la forma

oo

Z an(z — 20)". (1.3)

n=20
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La convergencia de la serie de potencias (1.3) se puede estudiar a partir de
sus coeficientes. En esta direcciéon, definimos su radio de convergencia por

ri=1/ Jlim_sup <|an|1/n) :

donde interpretamos 1/0 := oo y 1/00 := 0. En efecto, r determina un disco
abierto de convergencia, como lo precisa la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.1. Sea > >, an(z —29)" una serie de potencias y r su radio
de convergencia. Entonces, en el disco D,(zy) la serie converge absolutamente
y uniformemente en compactos. Por otra parte, la serie diverge en C\ D, (zp).

Una funcién f : U — C es analitica si en U tiene localmente una represen-
tacion en serie de potencias. Esto es, si para cada zg € U existe r > 0 tal que
D’I‘(ZO) cU y

Z (z —20)", Vz € D,(20).

Teorema 1.5.1. Si f : U — C es analitica, entonces f es holomorfa en U.
Ademds, si Dr(z9) CU y

Z an(z — 20)", Vz € D,(z), (1.4)
n=0

entonces
= Z na,(z — 29)" "1, Vz € Dy(20).
n=1

Como consecuencia, los coeficientes en (1.4) estin dados por,

S (20)

> Vn>0.
n!

Ap =

La serie en (1.4) es conocida como la serie de Taylor de f alrededor de zj.

Una consecuencia importante de la férmula integral de Cauchy es que toda
funcién holomorfa es analitica, como se indica a continuacion.

Teorema 1.5.2. Si f es una funcion holomorfa en U, entonces f es analitica.

Ademds, sizo € U y R = dist(z9, C\U), entonces la expansion (1.4) es vdlida
en Dg(z0). La serie de Taylor de f converge absolutamente y uniformemente
en compactos de Dg(z).

De los teoremas 1.5.1 y 1.5.2 concluimos que las clases de funciones holo-
morfas y analiticas coinciden. Por lo cual, en lo sucesivo tnicamente haremos
referencia a las funciones analiticas.
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1.6. El disco unitario

Entre los subconjuntos abiertos y acotados del plano complejo, el més im-
portante probablemente es el disco unitario D1 (0), que denotaremos por D.

Debido a la simplicidad del disco unitario, disponemos de fuertes herramien-
tas para trabajar en él. Por ejemplo, en la integracién, el cambio de variable a
coordenadas polares; o bien, la representacién de funciones analiticas en el disco
es sencilla, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.1. Sea f € H(D). De acuerdo al teorema 1.5.2, f es analitica en
D, y podemos desarrollarla alrededor de zy = 0 en todo el disco abierto:

f(z) = Z anz", VzeD,
n=0

donde a,, = %, Vn > 0.

Si un conjunto €) se puede deformar en el disco unitario de forma “holo-
morfa”, es natural pensar que €2 y D son equivalentes. Concretaremos esta idea
al definir méas adelante la equivalencia conforme, que permite transferir propie-
dades del disco unitario a 2. Se vuelve entonces de interés caracterizar a tales
dominios equivalentes. Para ello es necesario introducir conceptos que tienen un
papel central en la geometria del disco unitario, y en particular, son fundamen-
tales en la caracterizacion de los dominios equivalentes al disco. Lo cual se logra
mediante el teorema del mapeo de Riemann.

Definicion 1.6.1. Sea Q2 C C.

I. El conjunto €2 es conezo si no existen dos abiertos disjuntos U y V tales
que QCUUV yQNU, QNV £ 0.

II. El conjunto 2 es un dominio si es no-vacio, abierto y conexo. Decimos que
Q es un dominio propio si ademads es distinto de C.

Para distinguir propiedades geométricas de un conjunto, las curvas resul-
tardn muy utiles, pues usualmente es facil describirlas.

Definicién 1.6.2. Un conjunto A C C es conezo por trayectorias si para cua-
lesquier =,y € A, existe una curva « : [0,1] — A que conecta a x con y, es decir,
tal que a(0) =z y a(l) =v.

Como el nombre lo sugiere, todo conjunto conexo por trayectorias es conexo.

En la recta real todo subconjunto conexo es un intervalo. Por su parte, el
plano complejo tiene mayor variedad de subconjuntos conexos; por ejemplo, es-
tos pueden tener agujeros. Es evidente que el disco unitario no contiene agujeros,
y la intuicién sugiere que un conjunto equivalente a D tampoco los tiene.

Geométricamente, sabemos que existe un agujero cuando una curva cerra-
da lo rodea, y esta curva no se puede transformar continuamente, dentro del
subconjunto, a un punto. Para precisar esta idea, se introduce el concepto de
homotopia. Recordemos que una curva « : [0,1] — C es una curva cerrada si
a(0) = a(1).
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Definicién 1.6.3. Sea A C Cy ap : [0,1] = A, a7 : [0,1] — A dos curvas.
Decimos que ag y a son homotdpicas si existe una funcién continua H : [0,1] x
[0,1] — A tal que

H(s,0) = ap(s), H(s,1) = aq(s), H(0,t) = H(1,t), (1.5)

para todo s € [0,1] y t € [0,1]. A la funcién H se le conoce como homotopia.
Sea A C C un conjunto conexo. Si toda curva cerrada en A es homotdpica a
una curva constante, entonces A es simplemente conexo.

Confirmando la intuicién inicial, la conexidad y la conexidad simple son
invariantes topolégicos, como lo enuncia la siguiente proposicion.

Proposicion 1.6.1. Sean Q1 y Qs dos subconjuntos homeomorfos del plano
complejo, es decir, tales que existe un homeomorfismo f : Q1 — Qo . Si Oy es
conezxo y simplemente conezo, entonces o también lo es.

Los conceptos de conexidad y de conexidad simple son muy importantes en
la teoria de funciones analiticas, segin se puede apreciar en los siguientes dos
teoremas.

Teorema 1.6.1 (del mapeo abierto). Sea 2 C C un dominio y f una funcidn
analitica en Q. Si f no es constante, entonces () es un conjunto abierto.

Teorema 1.6.2 (de la antiderivada). Sea 2 C C un dominio simplemente
conexo. St f : Q — C es analitica, entonces existe una funcion analitica F :
Q — C tal que

F'(z) = f(2), VzeQ.

Decimos entonces que F es la antiderivada de f en . Ademds, esta es unica
salvo por la adicién de una constante.

Asimismo, la conexidad simple otorga conclusiones mas generales para teo-
remas ya conocidos.

Teorema 1.6.3 (de Cauchy). Sea Q@ C C un dominio simplemente conexo.
Si f es una funcion analitica en ), entonces para toda curva cerrada o en 2,
tenemos que

f(z)dz=0.

Observemos que las nociones definidas anteriormente dependen de la existen-
cia de alguna curva entre dos puntos dados. Por lo cual, una propiedad deseable
para un conjunto es que tales curvas existan. Tal es el caso de los conjuntos
convexos, que definiremos a continuacién en su contexto méas general.

Definicién 1.6.4. En un espacio vectorial E, un conjunto A C E es convezo
si, para cualesquier z,y € Ay t € [0, 1], tenemos que tx+ (1 —t)y € A. En otras
palabras, la funcién que parametriza el segmento de recta entre z y y:

a(t) =tz + (1 —t)y, vVt e [0,1],

satisface que a* C A.
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Ejemplo 1.6.2. Si A C C es convexo, entonces A es conexo y simplemente
conexo.

En efecto, que A sea convexo implica que es conexo por trayectorias. Ahora,
sea v : [0,1] — A una curva cerrada. Consideremos la funcién H : [0, 1] x[0,1] —
A dada por

H(s,t) =ta(0) + (1 —t)a(s), Vt, s e€[0,1].

Notemos que H es continua y satisface (1.5), asi que es una homotopia. Por lo
tanto, « es homotépica a la curva constante en «(0), lo cual prueba que A es
simplemente conexo.

Para el caso del disco unitario, tomemos x,y € D. Si t € [0, 1], tenemos que
[tz + (1 —t)y| <tlz|+ (1 —1) |yl <1

Esto muestra que txz+(1—t)y € D, entonces D es convexo. De acuerdo al ejemplo
anterior, se sigue que D es un dominio simplemente conexo.

Definicién 1.6.5. Sea U C C un abierto. Diremos que una funcién f: U — C
es conforme si f es holomorfa y f'(x) # 0, Vo € U.

Dos dominios €21 y 25 son conformemente equivalentes si existe una biyeccion
conforme entre ellos, ¢ : 23 — Qs.

Ejemplo 1.6.3. El teorema de Liouville afirma que si una funcién es entera y
acotada, entonces es constante. De lo cual, se sigue que no existe un mapeo con-
forme f: C — D, y concluimos que D y C no son conformemente equivalentes.

Ejemplo 1.6.4. Sea Q = C\ D. Consideremos la curva suave 7 : [0,27] — Q
dada por ‘
t > 2e' vVt e [0,27].

La funcién 1/z es analitica en Q, y

1
/ —dz = 2mi.
o 2

Como la integral no es cero, por la contrapositiva del teorema 1.6.3 2 no es
simplemente conexo. Por lo tanto, 2 no es conformemente equivalente con el
disco unitario.

Sea €2 C C un conjunto abierto conformemente equivalente con D, es decir,
existe una biyeccion conforme f : 2 — D. Del ejemplo 1.6.3 sabemos que () es
un subconjunto propio. Y puesto que f es un homeomorfismo, por la proposicién
1.6.1 concluimos que €2 es un dominio propio simplemente conexo. El teorema
del mapeo de Riemann indica que el reciproco es cierto.

Teorema 1.6.4 (del mapeo de Riemann). Si Q C C es un dominio propio y
simplemente conexo, entonces ) es conformemente equivalente con D. Ademds,
si fijamos zy € ), entonces existe una unica biyeccion conforme ¢ : 0 — D
tal que p(z0) =0 y ¢'(29) > 0.
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Ejemplo 1.6.5. El semiplano superior es el conjunto
H:={z € C|Imz > 0}.

Claramente, H es un abierto propio y convexo, y por ende, el semiplano
superior es un dominio propio y simplemente conexo. Luego, el teorema del
mapeo de Riemann implica que H y D son uniformemente equivalentes. Este
es un caso clasico para el cual se puede dar una biyeccién conforme entre los
dominios. Veamos que la transformacion de Cayley:

11—z

= VzeH,
o(2) T z

es una biyeccion conforme entre H y D.
Dado que |i + z| > |i — z|, para todo z € H, entonces |p| < 1. Asi que
o : H — D. Notemos que ¢ es analitica, por ser una funcién racional. Adems4s,
2i
/
Por lo tanto, ¢ : H — I es una transformacién conforme. Para probar que ¢
también es una biyeccién, demos su inversa. Consideremos a la transformacion

1—w

, Yw € D.
14+ w

Y(w) =1

Tomemos w = u + iv € D, entonces

o (w(w)) = Re ({5

1+u+dv
_ Re (1 —u—iv)(1+u—iv)
(14 u)? + 02
1—u?—o?

=
(14 u)? + v?

pues |w| < 1. Entonces ¢ : D — H. Finalmente, tenemos que para todo z € H y
w € D:

p(Y(w)) = w, P(p(z)) = 2.

Asi, concluimos que ¢ : H — I es una biyeccién conforme.

En general, dado un dominio propio y simplemente conexo Q2 C C, el calculo
explicito del mapeo conforme entre € y el disco unitario es complicado. Al
estudiar los espacios de Bergman, veremos que aparece una funcion, el nicleo
de Bergman, que proporciona informacién muy importante sobre dicho mapeo.



Capitulo 2

Espacios normados

La estructura algebraica en la que trabajamos es un espacio vectorial sobre
K, donde K es R o bien, C. La funcién norma induce una topologia, lo que
relaciona las estructuras algebraica y topologica.

2.1. Topologia

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una norma en X es
una funcién ||| : X — R que satisface lo siguiente, para z,y € X y A € K,

L Jjz|| > 0y ||z|]| =0 si, y sblo si, z = 0;
IL[[Az]| = [AfJz]l; ¥
HLlz 4yl < flz] + lly]l-

Un espacio vectorial X provisto de una norma, denotada por ||-||x o sim-
plemente por ||-||, es un espacio normado. A sus elementos se les suele llamar
vectores. La norma induce la métrica

d(CC’y):”Z*y”7 VI,yGX,

y dotamos al espacio X de la topologia métrica. A continuacién describimos
esta topologia en términos de la norma.
En lo que resta de este capitulo, X serd siempre un espacio normado.

Definicién 2.1.2. Sean g € X. La bola abierta con centro en xq¢ y radio v > 0
es
Vi(zo) :={y € X |[ly — @0l <r},

v la bola cerrada con centro en xg y radio r > 0 es
By () :={y € X||ly — ol <7}

La bola cerrada con centro en 0 y radio 1 se denotard por Bx.

11
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Definicién 2.1.3. Un conjunto A C X es abierto si para todo a € A existe
r > 0 tal que V,.(a) C A. Mientras que un conjunto B C X es cerrado si su
complemento B° := X \ A es abierto.

Como lo sugieren sus nombres, la bola abierta es un conjunto abierto y la
bola cerrada es un conjunto cerrado.

En un espacio normado, las propiedades topoldgicas se pueden caracterizar
en términos de sucesiones.

Definicién 2.1.4. Sea X un espacio normado.

I. Sea {z,}nen una sucesién en X. Diremos que {z,, } nen converge a x € X si
||zr, — || — 0. En este caso llamamos a z el limite de la sucesién {x,, }nen.

II. Sea A C X. El punto @ € X pertenece a la cerradura de A si x es el limite
de una sucesién {a, }nen en A. Denotamos la cerradura de A por A.

Observemos que la cerradura de un conjunto es un conjunto cerrado.

Definicién 2.1.5. Decimos que un conjunto A C X es denso en X si X = A.
El espacio normado X es separable si existe una sucesion de elementos del
espacio que sea densa en X.

La separabilidad en un espacio normado es una propiedad topolégica here-
ditaria, es decir, si X es separable y V' C X es un subespacio, entonces V es
separable.

2.2. Espacios de Banach

Definicién 2.2.1. Sea {z,},cn una sucesiéon en X. Diremos que {zp }nen €s
una sucesion de Cauchy si para cada € > 0 existe N € N tal que

||(En_wm|| Sf, Vn,mZN

Si una sucesion {,}neny C X es convergente, entonces es de Cauchy. La
afirmacion inversa no siempre es cierta, lo que motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.2.2. Un conjunto A C X es completo si toda sucesién de Cauchy
en A converge en A. Un espacio de Banach es una espacio normado completo.

Sea X un espacio de Banach y V' C X un subespacio cerrado. Entonces V
es completo, es decir, V' es un espacio de Banach.

2.3. Operadores lineales acotados

Los operadores lineales entre espacios normados ocupan un lugar central en
la teoria. Por definicion estéan asociados a las estructuras algebraica y topoldgica,
asi que a través de ellos se establecen relaciones entre los espacios normados; en
particular, la nocién de isomorfismo. Para comenzar, tenemos un criterio para
determinar la continuidad de un operador lineal en términos de la norma.
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Definicién 2.3.1. Sean X y Y espacios normados. Una funcién lineal T : X —
Y es un operador lineal acotado si existe C > 0 tal que

ITz|ly <C|z|x, Vo e X. (2.1)
Equivalentemente, la restriccion de T' a la bola Bx es una funcién acotada:
ITx|ly < C, Vx € Bx.

Proposicion 2.3.1. Sean X y Y espacios normados yT : X — Y un
operador lineal. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. T es uniformemente continuo.
II. T es continuo en cero.
III. T es un operador lineal acotado.

En general, un operador lineal acotado T : X — Y define dos subespacios,
el nicleo, también conocido como kernel:

N(T):={z € X |Tz = 0},

y el rango:
R(T) ={y €Y |y=Tz, para algin z € X}.

Puesto que N(T) = T~1(0) y T es una funcién continua, su nicleo siempre es
un subespacio cerrado de X; sin embargo este no es el caso del rango.
Para un operador lineal entre espacios normados, T': X — Y, definimos

1T} = sup{||Tzfly | [l]x <1} (2.2)

Notemos que 0 < ||T|| < oo. Ademés, T es un operador lineal acotado si, y sélo
si, ||| < oo.
El espacio dual de X es la coleccién de funcionales lineales acotados,

X*i= {61 X 5 K| |9l < oo},
La funcién dada por (2.2) resulta ser una norma en X*.

Proposicion 2.3.2. FEl espacio dual de un espacio normado es un espacio de
Banach.

Definicién 2.3.2. Sean X y Y espacios normados y 7' : X — Y un operador
lineal acotado. El operador transpuesto de T se define como T” : Y* — X* dado
por

T¢:=¢oT, VoeY™

Si T es un operador lineal acotado, entonces su transpuesto 7" satisface ser
un operador lineal acotado entre los espacios duales respectivos.

Si V' es un subespacio de X, entonces la relacién entre sus duales V* y X* es
la esperada, pues un funcional continuo en V se extiende a un funcional continuo
en X, como lo precisa el siguiente teorema fundamental.
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Teorema 2.3.1 (de Hahn-Banach). Sea X un espacio normado y V. C X un
subespacio vectorial. Si ¢ € V*, entonces existe ® € X* tal que su restriccion

Oly = ¢y |12 = ol

A continuacién, se presentan algunas propiedades importantes que pueden
tener los operadores lineales acotados.

Definicién 2.3.3. Sean X y Y espacios normados. Si L : X — Y satisface que
Lz — Lylly = [lz —yllx,  Va,yeX, (2.3)

entonces L es una isometria. Observemos que toda isometria es una funcién
uniformemente continua e inyectiva.

Por otra parte, los espacios X y Y son isomorfos cuando existe un operador
lineal acotado entre ellos T': X — Y, que sea biyectivo y su inversa también
sea continua. En este caso el operador T es llamado isomorfismo.

Proposicién 2.3.3. Sean X y Y espacios de Banach. Entonces un operador
lineal acotado T : X — Y es un isomorfismo si, y sélo si, T' : Y* — X* es un
isomorfismo.

Para un operador lineal T, la igualdad
ITally = ll2llx, Vo€ X, (2.4)

es equivalente a que T sea una isometria. Ademds, se sigue de (2.4) que T es un
operador lineal acotado.

Definicién 2.3.4. Un operador lineal acotado P : X — X es una proyeccion
si P2=P.

El rango de una proyeccién es un subespacio cerrado de X. Usédndolo con el
nticleo obtenemos una descomposiciéon del espacio X, en el sentido que indica
la siguiente definicién.

Definicién 2.3.5. Sean V y W subespacios cerrados de X. Escribimos X =
VoW cuando X =V +W y VW = {0}.

Proposicion 2.3.4. Sea P : X — X un operador lineal acotado. Si P es una
proyeccion, entonces

1. I — P también es una proyeccion.
II. R(P)= N(I — P) es un subespacio vectorial cerrado.
III. Px =2z, Yz € R(P).

IV. X = R(P)& N(P)
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Demostracion. 1. Claramente I — P es un operador lineal acotado. Como P? =
P, entonces
(I-P?=I1-2P+P*=1-P.

II. La continuidad del operador I — P implica que N (I — P) es un subespacio
cerrado. Veamos ahora la igualdad de los conjuntos. Sea z € X. Como P? = P,
se sigue que

(I = P)Px = Px — P?2 =0
Entonces R(P) C N(I — P). Por otra parte, para x € N(I — P) tenemos que
(I — P)x = 0. Luego, x = Pz € R(P). Obtenemos asi que N(I — P) C R(P) y
concluimos lo deseado.

II1. Tomemos = € R(P) y y € X tal que Py = x. Luego, Px = P?>y = Py =
T.

IV. Sea = € X, entonces x = Px + (I — P)z. Del inciso II se sigue que
(I —P)x e N(P). Asi que X = R(P)+ N(P). Ademss, si x € R(P)NN(P), el
inciso IIT implica que & = Pz = 0. Concluimos que X = R(P) & N(P). O

2.4. Funciones sesquilineales

Sean E y F' espacios normados complejos.

Definicién 2.4.1. Una funcién S : E X F' — C es sesquilineal si, para x,y € F,
w,z € F'ya,peC, se cumple que

L S(z+y,w+z) =S(z,w) + S(x, z) + S(y,w) + S(y, 2).
1. S(ax,By) = aBS(z,y).

De manera analoga al caso de un operador lineal acotado, diremos que una
funcién sesquilineal S : E x F' — C es acotada, si existe una constante positiva
C tal que

[S(z, 2)| < COlz|lg ||l 7 Ve e FE, z€ F. (2.5)

Si una funcién sesquilineal es acotada, entonces es continua en el espacio

producto E x F'| en el sentido que especifica la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4.1. Sean {x,}neny C E y {zn}tnen C F dos sucesiones conver-
gentes, a x € B y z € F, respectivamente. Si S : E x F — C es una funcion
sesquilineal acotada, entonces

m S(zn,yn) = S(z,y).

n—oo
Demostracion. Dado que S es acotada, entonces existe C > 0 que satisface
(2.5). De la aditividad de S, tenemos que
|S(@n, yn) — S(z,y)| = [S(@n, yn) — S(@,yn) + S(@,yn) — S(2, )|
< IS(@n,yn) = S(@,yn)| + [S(2, yn) — S(z,y)]
= |S(xn — z,y5)| + [S(z, Y — y)|
< Clln = 2l ellynllr + CllzllEllyn — ylF-
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Observemos x,, = = y ¥, — y. Ademds, la convergencia implica que {y,} es
una sucesién acotada. Por lo cual, tomando n — oo en la desigualdad anterior,
obtenemos que |S (2, yn) — S(z,y)| = 0; lo cual prueba lo deseado. O

2.5. Espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert es una generalizacién de RV que conserva sus propie-
dades geométricas, al definir la norma mediante un producto escalar.

Definicién 2.5.1. Sea E un espacio vectorial sobre K. Un producto interior en
E es una funcién {(-,-) : E x E — K que satisface lo siguiente, para =,y € E
v A ek,

I (z,z) >0y (x,x) =0si, y sblo si, z = 0;

IL (z 4+ Ay, 2) = (z,2) + Mz,9); ¥

ITI. (y,z) = (z,y), donde Z es el conjugado de z € K.

En un espacio vectorial E' con producto interior (-,-), definimos la funcién
Il : Ex E— R por

||| = (z,2)'/?,  Vzek.
Entonces, para x,y € E se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[z )| < [l lly]l-

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se prueba que la funcién ||| satisface
la desigualdad del tridngulo, y por tanto, ||-|| es una norma en E.

Observemos que en el caso K = C, las propiedades II y III, de la definicién
de producto interior, equivalen a que la funcién (-,-) es sesquilineal. A su vez,
la desigualdad de Cauchy-Schwarz indica que (-,-) es una funcién sesquilineal
acotada.

Definicién 2.5.2. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interior,
que es completo respecto a la norma inducida por su producto interior.

2.6. Ortogonalidad

El producto interior define relaciones geométricas entre vectores, fundamen-
talmente la ortogonalidad.

Definicién 2.6.1. Sea H un espacio de Hilbert. Los vectores z,y € H son
ortogonales si

<l‘,y> =0.

Asimismo, el complemento ortogonal de A C H es

At :={z e H|(a,z) =0, Va € A}.
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Proposicién 2.6.1. Sea H un espacio de Hilbert y x € H. Si K C H es
no-vacio, completo y convexo, entonces existe un unico p € K tal que

|z —pll < [lz -yl Vye K.

Luego, ||z — p|| = dist(z, K). Esto permite definir la proyeccion P de H sobre
K, por P(x) =p.

Claramente, un subespacio vectorial es un conjunto convexo. En tal caso, las
conclusiones de la proposiciéon anterior se pueden ampliar.

Teorema 2.6.1. (de descomposicién ortogonal) Sea H un espacio de Hilbert y
V C H un subespacio cerrado. Entonces:

I. La proyeccion P de H sobre V es ortogonal, esto es, t—Px € V+ V& € H.
II. La proyeccién P es lineal y continua, con |P|| <1y P? = P.
oL H=VeaVt
V. v =v.

Una de las consecuencias més importantes del teorema de descomposicién
ortogonal es que establece una representacién del espacio dual de un espacio de
Hilbert.

Teorema 2.6.2 (de representacién de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert.
Entonces, para cada ¢ € H* existe un unico x € H tal que

oy) = (y.a),  VyeH (2:6)
Ademas, ||P|lm = ||x] & -

Definicién 2.6.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador lineal acotado
T : H — H es un operador autoadjunto si

(Tx,y) = (x,Ty), Vz,y € H.

Proposiciéon 2.6.2. Si P : H — H es una proyeccion ortogonal, P es un
operador autoadjunto.

Demostracion. Sean x,y € H. Por el teorema de la descomposicién ortogonal,
tenemos que ((I — P)xz, Py) = (Px, (I — P)y) = 0. Entonces,

(Pz,y) = (Pz, Py + (I — P)y)
= (Pz, Py)
= (Pz, Py) + (I — P)z, Py)
= (z, Py).
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2.7. Bases ortonormales

En el espacio euclidiano RY, los vectores se pueden representar como com-
binacién lineal de los elementos de una base, por ejemplo la candnica. En un
espacio de Hilbert también existen conjuntos linealmente independientes que
generan al espacio vectorial, que llamamos bases de Hamel. Sin embargo, una
base de Hamel no preserva la estructura dada por el producto interior. Resultara
mas 1til la representaciéon de un vector que se presenta a continuacién.

Definicién 2.7.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un sistema ortogonal es una
familia no-vacia S C H tal que x #0,Vz € S’y

<$7y>:0, VfE,yES,.’E#y.
Si ademds (z,z) =1, Vo € S, entonces S es un sistema ortonormal.

En lo sucesivo, los sistemas ortonormales que utilizaremos serdn numerables,
es decir, de la forma {e,}neny con N = N, o bien, N = {1,...,5} con j € N.
Sin embargo, para simplificar la notacién, enunciaremos los resultados para el
caso N = N.

Definicién 2.7.2. Sea H un espacio de Hilbert y {e,}neny € H un sistema
ortonormal en H. Llamamos n-ésimo coeficiente de Fourier de x € H, respecto
al sistema {e,}, al escalar

(z,en),
y serie de Fourier de = a la expresion

o

Z (x,en)en.

n=1

Teorema 2.7.1 (Desigualdad de Bessel). Sea H un espacio de Hilbert. Si
{Gn}neN es un sistema ortonormal en H, entonces

Y lwe)* <llzl?,  VaeH.

n=1

Corolario 2.7.1. Sea H un espacio de Hilbert y {ey }nen un sistema ortonormal
en H. Para cada x € H, la serie de Fourier de x converge en H y, tomando
o=y o (x,en)en, resulta que (z,e,) = (zg,en), Vn € N,

Ejemplo 2.7.1. Un sistema ortonormal en R? es S = {(1,0)}. Respecto a S,
la serie de Fourier de (0,1) es 0, pues

((0,1), (1, 0)>(17 0) =0.
En este caso, S no consigue representar al espacio R2.

A continuacién enunciamos condiciones, tanto sobre el sistema ortonormal
como sobre el espacio de Hilbert, para obtener una representacion con un sistema
ortonormal numerable.
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Definicién 2.7.3. Sea H un espacio de Hilbert. Un sistema ortonormal {e, },en
es base ortonormal numerable de H, si cada x € H se puede representar por su

serie de Fourier:
o

x = Z (z,en)en.

n=1

Proposicién 2.7.1. Sea H un espacio de Hilbert y S = {e,}nen un sistema
ortonormal en H. Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:

1. El conjunto S es una base ortonormal numerable.
1I. Se satisface la igualdad de Parseval, esto es, para cada x € H

lzl® =D [z, en)l”

n=1

1. S+ = {o}.

Proposicion 2.7.2. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces, H es separable si,
y solo si, H posee una base ortonormal numerable.

2.8. Operadores unitarios

Sean H y K espacios de Hilbert.

Definicién 2.8.1. Una transformacién lineal U : H — K es un operador uni-
tario si es suprayectivo y preserva el producto interior, esto es,

<U£C, Uy>K = <:L'7y>H> Va,y € H. (27)
Lema 2.8.1. Sea U : H — K una transformacion lineal suprayectiva. Entonces
U es un operador unitario si, y solo si, es una isometria.

Demostracion. Supongamos que U es un operador unitario. Dado que la norma
esta inducida por el producto interior, para todo x € H se cumple que

[Uz|% = Uz, Uz) = (z,2) = |l=||*.

Como U es una transformacion lineal, la igualdad anterior implica que U es una
isometria.

Ahora bien, la férmula de polarizacién afirma que para un espacio vectorial
real

1
(z,y) = 1(Har:—!—sz— Hx—y||2), Vzx,y € H, (2.8)
mientras que para un espacio vectorial complejo
1 . . . .
(w,9) = 7 (e + yl* = lle =yl +ille +iyl® —ille —iyl®),  Va,yeH.
(2.9)

Cuando U es una isometria, (2.8), o bien, (2.9) implica que (Uzx,Uy) = (x,y),
Vz,y € H. Por lo tanto U es un operador unitario. O
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Como consecuencia del lema 2.8.1, un operador unitario es un operador
acotado y biyectivo. Entonces existe su inversa, y de (2.7) es claro que U~ :
K — H también es un operador unitario.

Proposicién 2.8.1. Sea U : H — K un operador unitario. Si {e,}nen e€s
una base ortonormal numerable, entonces {Ueptnen €s una base ortonormal
numerable de K.

Demostracion. De la condicién (2.7) es claro que {Uey, nen €s un sistema orto-
normal. Tomemos = € H, entonces

o
T = Z (x,en)en.
n=1

Usando nuevamente (2.7) y la continuidad del operador U, obtenemos que

Ur = Z <U37, U€7L>U€n,

n=1
que establece lo afirmado. O

Hemos establecido que los operadores unitarios preservan la estructura de
los espacios de Hilbert. En base a esto, diremos que H y K son isomorfos como
espacios de Hilbert si existe un operador unitario de H en K.



Capitulo 3

Espacios L”

3.1. Medidas abstractas

La teoria de integracion se desarrolla, de forma general, en el contexto de un
espacio de medida. Sea ) un conjunto arbitrario. Una coleccién ¥ de subcon-
juntos de ) es una o-dlgebra en §Q si

I. QeX.

II. Si F € X, entonces E° € X; donde E° denota el complemento de E
respecto a 2.

III. Si{E,}nen CXy E=UpenEy, entonces E € X.

El conjunto £ con una o-dlgebra ¥ constituye un espacio medible.

Una medida positiva, o simplemente medida, es una funcién p : ¥ — [0, 00]
que es o-aditiva. Es decir, si {E,}nen C 2 es una coleccién de conjuntos dis-
juntos entre si y F = U, ¢ nFEy, entonces

w(EB) = u(E,). (3.1)

A la terna (Q,%,u) le lamamos espacio de medida. Si u(2) < oo, decimos
entonces que pu es una medida finita. Siempre trabajaremos con medidas para
las cuales () > 0.

3.2. La medida de Lebesgue

La medida més importante en nuestro desarrollo es la medida de Lebesgue
definida en la o-algebra formada por los conjuntos Lebesgue medibles de C.
Como bosquejaremos en seguida, la construccién de la medida de Lebesgue en
C es andloga a la realizada en R. El primer paso es considerar el area de un
rectangulo.

21
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Un rectdngulo es un conjunto de la forma
I XIQZ{1‘+iy€C|.T€Il,y€IQ},

donde I, I> C R son intervalos. Denotaremos por R a la colecciéon de todos los
rectangulos acotados en C. El adrea de un rectangulo acotado R = I} x Iy =
(a,b) x (¢,d),cona<byc<d, es

a(R)=(b—a)-(d—rc).

Definicién 3.2.1. Definimos la medida exterior de A C C por

o0

m*(A) = inf{ 3" a(Re) | A C UkenRe, Ri € R}
k=1

Sin embargo, m* no es una funciéon o-aditiva. Para obtener una medida es
necesario imponer una restriccién sobre su dominio.

Definicién 3.2.2. Un conjunto E C C es Lebesgue medible si para cualquier
ACC,
m*(A) =m* (ANE)+m*(A\ E).

La coleccién de conjuntos Lebesgue medibles es suficientemente amplia, pues
si V C C es abierto, entonces V es Lebesgue medible. Ademads, m * (R) = a(R),
V R € R. Esto muestra que m* extiende la funcién area.

Sea M la coleccién de conjuntos Lebesgue medibles en C. Resulta que M
es una o-dlgebra y la restriccion de m* a M es una medida, la medida de
Lebesgue, que en adelante denotaremos por m. Asimismo, si {2 € M entonces
Mgq :={ENQ|E € M} también es una o-édlgebra en . El espacio de medida
en el que se centra nuestro interés es (2, Mq,m).

3.3. Integracion

En lo que sigue, sea (£2,%, ) un espacio de medida fijo. En esta seccién
repasaremos la construccién de la integral (abstracta) de Lebesgue en (2, X, u),
tanto para funciones reales como para funciones complejas. Comenzamos con
las funciones que toman valores en R*, los reales extendidos. Recordemos que
R* =R U {—o00,00} y se define oo -0 = —o0-0=0.

Para trabajar en este contexto con una funcién positiva, teniendo presente
que la medida estd restringida a los conjuntos medibles, es necesario imponer
condiciones de medibilidad sobre su preimagen en €. Las funciones integrables
resultaran ser una subclase de las funciones medibles.

Definiciéon 3.3.1. Una funcién f : Q@ — R* es medible si, para cada t € R,
it ={z € Q|t< f(z)} € T

Resulta que si f,g : € — R* son funciones medibles y A € C, entonces
f+g9, Af, f-gy 1/f, definidas en sus dominios correspondientes, también son
funciones medibles. Asimismo, el limite puntual de una sucesién de funciones
medibles es medible.
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Ejemplo 3.3.1. Dado un conjunto A C €, definimos su funcién indicadora por

(2) 1 six €A,
x) =
x4 0 siz¢gA.

De la definicién de funcién medible se sigue que x4 es medible si, y sélo si,
AeX.

Ejemplo 3.3.2. Sea 2 C C un conjunto Lebesgue medible, y consideremos
una funcién continua f : @ — R. Para cada t € R, el conjunto (¢,00) C R es
un abierto. Luego, la continuidad de f implica que f~!(¢,00) también es un
abierto, y por lo tanto, medible. Se sigue que f es una funcién medible respecto

a MQ

Volvamos a la situacién abstracta en (2, X, ). Para definir la integral, co-
menzamos con funciones sencillas hasta llegar al caso general.

Una funcién s : Q — R es simple si es medible y inicamente toma un nimero
finito de valores, denotémoslos por 1, ..., c,. Denotemos Ej, := s *(c;). Como
s es una funcién medible, se cumple que Ej € 3.

Teorema 3.3.1. Sea f: Q) — [0,00] una funcion medible. Entonces existe una
sucesion de funciones simples en 0, {sp tnen, tal que

L 0§81§82ggf
II. sp(z) — f(x), Vo e Q.
III. Si f es acotada, entonces la convergencia de {s,}nen €s uniforme.

Este resultado sugiere la conveniencia de definir primero la integral para
funciones simples, y de ahi se seguird la definicién para funciones medibles y
no-negativas.

La integral de una funcion simple no-negativa s, respecto a la medida i, es

n

/Qsd,u = Z crit(Ey). (3.2)

k=1

Ahora, sea f: Q — [0, 00] una funcién medible. En este caso, definimos

/fdu = sup{/sd,u|ses simple,OSsgf}. (3.3)
Q Q

Observemos que para una funcién medible simple, (3.2) coincide con (3.3).
Ademis, 0 < [, fdu < oo
Finalmente, consideremos una funcién f : 2 — R* medible. A la funcién

) f(@) sif(x) >0,
fel@):= {0 si f(z) <0,
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le llamamos parte positiva de f, y la funcién

Lo sz,
=@ {—f(x) si f(z) < 0,

es su parte negativa. Que f sea una funciéon medible equivale a que f y f_
también lo son. Esto nos permite definir la integral de f en términos de f vy

.

Definicién 3.3.2. Sea f : Q@ — R* una funcién medible. Si [, f+ dp < o0 o
Jo [ dp < oo, entonces

fini= | fodu~ [ 7 (3.4)
Q Q Q
En tal caso, diremos que la integral de f existe. Si la integral de f existe y (3.4)
toma un valor finito, entonces f es integrable.

Solo queda definir la integral para una funcién compleja. Nos basamos en
el caso real, pues una funcién compleja tiene una descomposicién sencilla en
funciones reales. Para un funcién f :  — C escribimos u = Re f, la parte real
de la funcion fy v=1Im f, la parte imaginaria; entonces

f=u+iv.

En términos de las partes real e imaginaria, definimos a continuacién las pro-
piedades de una funcién compleja relacionadas con la medida.

Definicién 3.3.3. Sea (€2, 3, 1) un espacio de medida.
I. Una funcién f : Q — C es una funcion medible si Re f y Im f son medibles.

II. Sea f : Q — C una funcién medible. Decimos que f es integrable si sus
partes real e imaginaria son integrables. En ese caso,

/Qfdu::/QRefdu—i—i/QImfd,u.

Denotaremos el conjunto de funciones complejas que son integrables en §2
por L'(u).

A partir de la definicién y de las propiedades correspondientes en las fun-
ciones reales que son integrables, resulta que f es integrable si, y sélo si, | f| es
integrable. Asimismo, f es integrable si, y sélo si, su funcién conjugada f lo es.

En ocasiones nos interesa la integracion en un subconjunto medible de €. Si
EeXy feLYp), definimos

/Efdu :=/Qfodu~

Los siguientes resultados son todos relativos a un espacio de medida (2, 3, ).
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Proposicién 3.3.1. Sean f,g:Q — C funciones integrables.

1. La integral es lineal. Esto es,

/Q(f+g)du=/gfdu+/ggdu.

Jona=x [ fan wec

1I. Respecto a la conjugacion,

1II. Desigualdad del triangulo,

‘/Qfdu‘S/Qfl dp.
/Qfdué/ﬂgdu-

V. Sean A, B € ¥ tales que A C B. Si f > 0, entonces

/AfduS/deu-

VI. Si {Ep}nen C 2 es una coleccion de subconjuntos disjuntos a pares y

FE =U,cnFE,, entonces
/ fdu.

VII. Sea {E,}nen C X una coleccion de conjuntos anidados, es decir, E, C
Eni1,VneN. Si E=U,cnE,, entonces

1V. Si0 < f <g, entonces

[ rau=¥"

n=1

lim fdu= / fdu.
B, E

n—oo

Un conjunto E C Q tiene medida cero si es medible y u(E) = 0. Los con-
juntos de medida cero son importantes en la teoria de integracién pues, como
veremos a continuacion, la integral los “ignora”.

Sea P una propiedad que puede tener un punto de 2. Decimos que la pro-
piedad P se cumple u-casi en todas partes, y escribimos P p-c.t.p. si existe NV
de medida cero, tal que z tiene la propiedad P,V € Q\ N.
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Ejemplo 3.3.3. Sean h y g funciones integrables en Q. Si h = g c.t.p., entonces
existe un conjunto N € 3 de medida cero tal que h(z) = g(z), Vo € Q\ N. Se

sigue que,
/ hduz/ gdu = 0.
N N

/hdu:/ hd,u:/gdu.
Q Q\E Q

Asi como sucede en el ejemplo anterior, en general, es suficiente tener una
propiedad casi en todas partes para obtener el resultado correspondiente con
la integral. Por otra parte, a partir de las propiedades de la integral se pueden
deducir propiedades de la funcién salvo conjuntos de medida cero.

Luego,

Proposicion 3.3.2. Si f : Q — R* es una funcion integrable, entonces f toma
valores reales casi en todas partes.

Demostracion. Es suficiente probar que |f| es una funcién real casi en todas
partes.
Sea E = {zx € Q| |f(z)| = co}. Dado que |f| es una funcién no-negativa,

u(E)-oo=/E\f|du§/Q|f| dyt < o0

Por lo tanto, u(E) = 0. O
Proposicion 3.3.3. Sea f : Q — C una funcion medible.

I SiE€X estal que f(x) >0,V e E y

/ Fdu =0, (3.5)
E

entonces f =0 c.t.p. en E.

II. Supongamos que f € L (). Si

/fdu:O, VEES, (3.6)
E

entonces f =0 c.t.p. en €.
Demostracion. I. Para cada n € N, consideremos el conjunto medible
A, ={x € E|f(z)>1/n}.

Como f es una funcién no-negativa, de la proposicién 3.3.1 y (3.5) tenemos
que

iu(An)S/Anfdué/Efduzﬁ



3.3. INTEGRACION 27

Entonces p(A,) = 0. Dado que
{.’E €eFE ‘ f(x) > 0} = Unend4n,

una unién numerable de conjuntos de medida cero, se sigue que f = 0
ct.p.en E.

IT. Escribamos u =Re f y v =1Im f, entonces f = u + iv. Sea
E={xe€Q]f(x)>0}.

Para este conjunto medible, notemos que

Re/fdu:/u+du.
E E

Por lo cual, de (3.6) se sigue que

/u+dp:0.
E

Luego, el inciso I implica que uy = 0 c.t.p. en E. Teniendo presente la
definicion de la parte positiva de una funcién, obtenemos que uy = 0 c.t.p.
en (). Similarmente, concluimos que u_ = vy =v_ =0 c.t.p. en Q.

O

Proposicion 3.3.4. Supongamos que u es una medida finita, y sea f: Q2 — C
una funcion integrable. Si para a < b se tiene que

7 ),
a< —— [ fdu<hb, VEeX, ulE) >0,

entonces a < f <b c.t.p. en Q.

Demostracion. Sea S = [a,b]. Recordemos que el conjunto S¢ C C es igual a
la unién numerable de discos abiertos. Tomemos uno de ellos, D,(p) C S°. Sea
E = f~Y(D,(p)). Para probar que u(E) = 0, procedamos por contradiccién y
supongamos que p(E) > 0. Como |f(z) —p| < r, Vz € E, tenemos que

[ rr|= | [ v

La desigualdad anterior implica que | g [ dp € S¢ lo que contradice la hipétesis.
Por lo tanto, u(F) = 0. Dado que el conjunto S¢ C C es igual a la unién
numerable de discos abiertos, se sigue que u(f~1(5¢)) = 0. Por lo tanto, f(z) €
S c.t.p. O]
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Teorema 3.3.2 (de convergencia mondétona). Sea {f,} una sucesién de fun-
ciones no-negativas y medibles. Si 0 < f,, < fn+1, Vn € N, entonces

n—oo

lim fndu = / lim f, dp.
Q Q n— oo

Teorema 3.3.3 (de convergencia dominada). Sea {f,} una sucesion de fun-
ciones complejas y medibles en X y f : Q — C medible tal que f, — f casi en
todas partes. Si existe una funcion g € LY(n) tal que |f,| < g c.t.p. ¥n € N,
entonces f, fn € L1 (1) y

/ lim f,dp = lim /fnd,u.
QTL—>OO n— oo Q

Limitdndonos a la medida de Lebesgue en C, los siguientes teoremas son
fundamentales al tratar la integracion.

Teorema 3.3.4 (de Tonelli). Si f : D x D — [0,00] es una funcidn medible,
entonces

L Para casi toda z € D, la funcidn dada por f,(w) = f(z,w) es medible en
D.

II. La funcidn (definida c.t.p.) dada por

- /D £(zyw) dm(w),

es medible en D, donde dm(w) indica la medida de Lebesque en el plano
complejo respecto a la funcion w — f,(w).

[ tewydn= [ ([ G ant)) ane)

Naturalmente, al intercambiar z con w se cumplen las afirmaciones correspon-
dientes.

111

Teorema 3.3.5 (de cambio de variable). Sea U C R? un conjunto abierto y
¢ : U — R? una funcion de clase C' e inyectiva. Entonces, para toda funcion
integrable f : (U) — C,

/ fdm:/(fo<p)|deth,| dm,
e(U) U

donde J, es la matriz jacobiana de ¢.

Ejemplo 3.3.4. Sean Q; y (25 dominios en el plano complejo, y ¢ : 7 — Qo
una biyeccion analitica.. Entonces ¢ = u+iv satisface las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Se sigue que su matriz jacobiana es:

g - OufOxr —0v/ox\ (Rey¢’ —Img¢’
© 7 \Ov/dzx Ou/oxr ) \Imy' Rey' )’
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y det J, = (Re¢’)? + (Im¢’)2. En este caso, el teorema de cambio de variable

asegura que
/ fdm=/ (f o) ¢ dm.
Qs Q1

3.4. Espacios L?

Sea (£2,X, ) un espacio de medida. Previamente habfamos introducido el
conjunto de funciones integrables en €, £!(x). Dado que una funcién es inte-
grable si, y sélo si, su médulo también lo es, entonces L£'(u) consiste de las
funciones f : Q — C tales que

/Qlfl dp < oo.

Generalizando lo anterior para 1 < p < oo, LP(u) es el espacio de funciones
complejas que son p-integrables sobre €2, esto es, tales que

/ [fIP dp < oo (3.7)
Q

Para f € £P(u), definimos

1= ([ 1ov du)l/p~ (38)

Introduciremos ahora el espacio £%°(€2). En esta situacién, el lugar que ocupa
la integral en el caso 1 < p < oo lo toma ahora un andlogo del supremo de una
funcién, de tal forma que ignore a los conjuntos de medida cero. Este es el
supremo esencial, que definimos a continuacion.

Definicién 3.4.1. El supremo de una funcién medible f : Q@ — C respecto a
un conjunto A C Q es

[£lloc,a == sup{|f(z)] | = € A}.

Definimos el supremo esencial como

Hf”ess = 1,nf{Hf”oo,Q\A |A € E,M(A) = O}- (39)
Diremos que f estd esencialmente acotada si || f||ess < 0.

La coleccién de funciones f : E — C que son esencialmente acotadas se
denotard por L (u).
Para p € (1,0), definimos su ezponente conjugado como el (inico) nimero

en el intervalo (1,00) tal que
1 1
S+-=1
p q

Asimismo, consideramos a 1 e co como exponentes conjugados.
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Proposicién 3.4.1 (Desigualdad de Holder). Sean p y q exponentes conjugados,
conl<p<oo. Sif,g:0— C son medibles, entonces

/Q Fol din < f L llgll

Proposicién 3.4.2 (Desigualdad de Minkowski). Sea p € [1,00). Si f,g €
LP (), entonces

1/p 1/p 1/p
P P d P d .
(/Qf+g| u) s(/ﬂm u) +(/Q|g u)

Corolario 3.4.1. Para 1l <p < oo, LP(u) es un espacio vectorial sobre C, y la
funcidon ||-||, es una seminorma en este.

Demostracion. Sea F(Q,C) el espacio vectorial de funciones de €2 en C. Veamos
que LP(u) es un subespacio de F/(Q,C). Asimismo, para ||-||, basta verificar la
definicién de seminorma.

Primero consideremos 1 < p < co. Claramente la funciéon 0 es p-integrable.
Ademds, para todo f € LP(u),

1] :/Qmp dj > 0.

De la linealidad de la integral, para A € C tenemos que

/Q|)\f|P:/Q|>\|p‘f|p d,u:|)\|p/9‘f|p .

Se sigue que [Afll, = M|l v si £ € £7(s), entonces Af € LP(s).

Por tltimo, la desigualdad de Minkowski implica que || f+g|l, < || fll,+lgll»
y si f,g € LP(u), entonces f+ g € LP(u).

Para p = oo la situacién es més sencilla. Claramente 0 € £%°(u) y || f]|ess > O.
Sif,g€ L>®(u) y A€ C, entonces |f + Ag| < |f| +|A| |g|- Se sigue que,

£+ Aglless < [ flless + [Al 9]l ess-
Ademds, esto implica que f + Ag € L>=(u). O

Considerando N := {f € L£P(u) ||| fll, = 0}, obtenemos el espacio inducido
por la seminorma de £P(u):

LP(p) == LP(p)/N. (3.10)

Notemos que || f||, = 0 si, y sélo si, f = 0 c.t.p. Asi que LP () estd inducido
por la relacién de equivalencia

f~gsiysélosi f=gct.p. en . (3.11)

Esto es, f =g en LP(u) si, y sélo si, f = g c.t.p. en Q.

Como se ha mencionado, la medida de Lebesgue en el plano complejo es el
ejemplo que mas nos interesa. Con esto en mente, si 0 C C es un conjunto
medible, entonces escribiremos LP(§2) := L?(m).
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3.5. Estructura

Hemos establecido que LP (i) es un espacio normado, para p € [1,00). Como
se demostrard a continuacién, LP(u) es un espacio de Banach; convenientemente,
podremos utilizar técnicas del andlisis funcional para estudiarlos.

Teorema 3.5.1. Para todo p € [1,00), LP(p) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {fn,} C LP(u) una sucesiéon de Cauchy. Tengamos presente
que para concluir que es convergente, basta encontrar una subsucesién conver-
gente. Sea j € N. Puesto que {f,} es de Cauchy, existe n(j) € N tal que

Hfm_fn||p§2_j7 Vm,n > n(j). (3.12)

Adicionalmente, podemos tomar los indices n(j) tales que n(j) < n(j + 1). De
esta forma, obtenemos una subsucesion { f,(;)} que satisface

I faii+1) = fagllp <277, VjeN. (3.13)

Por el criterio de comparacién,

Z I friy = frGi+nllp < Z 277 < 0. (3.14)

j=1 j=1

Tomemos f, ) = 0. Para cada k € N consideremos

k (o]
9k =Y _|FfaG+r = Fah|s 9= D [Fager) = Faii] - (3.15)

j=0 ji=0
Observemos que cada gj, es una funcién medible y gr+1 > g > 0. Por el teorema
de convergencia mondtona,
X P
/Egpdu = lm g7 = lim jzo | frGey — Fa ||| - (3.16)
- P

Utilizando la desigualdad el tridngulo en la igualdad anterior y (3.14), se sigue
que

p
k
Pdu < i , — .
[ grau< i Ll = ol
p

= Z||fn(j+1) - fn(j)”p

i=0

< 0.
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Entonces g € LP(Q), ). Al ser integrable, g es finita c.t.p. Por tanto, la serie
Z;’ozo(fn(jﬂ) — fu(j)) converge c.t.p. y obtenemos un candidato para ser el
limite de { f,(x)}. Definamos,

fla) = iz (fa(i+1)(®) = fu@)(x)) sila serie converge en x,
0 en otro caso.

Tenemos que f es medible, pues es el limite de funciones medibles c.t.p. Ademaés,
de (3.14) y la desigualdad del tridngulo resulta que | f| < g, entonces [, |f[” du <
J gPdp < oo. Por lo tanto, f € LP(Q, ).

Resta probar que f,, — f en LP(Q, u). De la construccién de f,

k-1
f= . (Fag41) = fa() = . f), c.t.p.

j=0

Se sigue que,
lf = fay|" =0 ctp. (3.17)
Notemos que

|f = Fay| S UL+ [ Faiy | < 29, c.t.p.

Entonces |f — fn(k){p < 2PgP c.t.p. Asi que podemos utilizar el teorema de
convergencia dominada, y por (3.17) obtenemos que

, , p
klggon — frtoyllp = khjgo/E |f = fago | du=0,

que prueba lo deseado. O

En la demostracién anterior se probé que si { fn }nen C LP(p) es una sucesion
de Cauchy, entonces existe una subsucesién { f,, (k) }ren y una funcién h € LP(u)
tal que f, ) — h c.t.p., y en la norma de LP(y). De aqui se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.5.1. Sea 1 < p < 00, {futnen C LP(u) y f € LP(n). Si fro — f
en LP(E), entonces existe una subsucesion { fn ) tren tal que fr) — f casi en
todas partes.

La norma en L?(p) proviene de un producto interior. En efecto, para f,g €
L?(u) definamos

(f,9)= /Q fgdu. (3.18)

La desigualdad |fg| < max{|f|*,|g|>}, implica que la integral en (3.18) existe.
Ademas,

IFI3=(f.f).  VfeL(n.

Como consecuencia del teorema anterior, L?(p) es un espacio de Hilbert.
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Proposicién 3.5.1. Sea 1 <p <r <oo . Sipu esuna medida finita, entonces
L™ (u) C LP(u) y la inclusion es continua. Esto es, existe una constante (que
depende de p yr) C > 0 tal que

1Fll> < CILA- (3.19)

Demostracidn. Supongamos primero que r < oo y tomemos a = ¢/p. De esta
formaa>1lyp-a=r.
Si f € L"(u), entonces la desigualdad de Holder implica que

157 d < ( / 1du>1_1/5 ( / |f|”5)1/s
:ﬂmﬂwﬁ(lgf?M7

11l < B || ]l < oo

Tomamos entonces C' = pu(Q)»~ .
Por otra parte, si r = 0o, escribamos M = || f||css- Tenemos que

Luego,

/Iflp dMS/MdeZM(Q)Mp<OO~
Q Q

Se sigue que,
£l < N(Q)l/p”f”ess'
Asi que C' = u(Q)V/?.
En ambos casos concluimos que f € L"(u) y la eleccién de C satisface
(3.19). O

Proposicién 3.5.2. Sea 1 < p < co. Si p es una medida finita, entonces L ()
es un subespacio denso de LP ().

Demostracion. Claramente L (u) es denso en si mismo. Por lo cual, conside-
remos 1 < p < oo.

Sea f € LP(u) y supongamos que f > 0. Por el teorema 3.3.1, existe una
sucesién de funciones simples {s, bnen € L () tales que

0<s,<f, VneN, sp(z) = f(z), Vzel

Dado que |f — s,P < 227L(|f| + [sn]f) < 2P| f|", el teorema de convergencia
dominada implica que

lim / |f — sn|? du=0. (3.20)
Q

n— oo

Para el caso general, tomemos g € LP(u). Recordemos que

g=Reg" —Reg™ +i(Img+—Img_).
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donde Re g* e Im g* son funciones no-negativas y p-integrables. Por lo demos-
trado anteriormente, existen sucesiones de funciones simples {u }en v {vF }nen
que satisfacen (3. 20) respectivamente:

lim / |Reg —u, |p 1= lim / |Imgi — v,zﬂp du = 0. (3.21)
n—oo n—oo Q
Sea hn = uy — uy +i(vy — vy). Como |hn| < fug| + [ug | + o | + vz |y

estas ultimas son funmones snnples7 entonces {hy, }neny C L%°(u). Ademds,

lg — hn|P < 2% 2(|Reg —uf | —|—‘Reg —u | +’Img+—v;ﬂp
+ !Img_ — ’U;!p
Con (3.21) se sigue que ||g — hpllp = 0, lo cual muestra lo deseado. O

Teorema 3.5.2. FEl espacio LP () es separable.

3.6. Teorema de Radon-Nikodym

El siguiente objetivo es obtener una representacién del espacio dual LP(Q)*,
para 1 < p < oo. En el resto del capitulo, ¢ denotara al exponente conjugado
de p.

Sea g € Li(Q)). Definamos Rg : L?(2) — C por

) :/fgdm, vV fe LP(Q). (3.22)
Q
De la desigualdad de Holder se sigue que
[Rg(H < llgllglifllp, V[ eLP(Q).

Entonces Rg esta bien definida y es un funcional lineal acotado, con

IRgllLe ) < llgllq- (3.23)

De esta forma, dada un elemento de L%(2) obtenemos un funcional de L? ().
Consideremos entonces la funcién antilineal

R : LY(Q) — LP(Q)
g — Rg.

La funcién R marca el camino a seguir para obtener una representacién del
espacio dual: veamos que R es una biyeccién isométrica. Sin embargo, la difi-
cultad se encuentra en demostrar que R es suprayectiva. Para ello, es necesario
estudiar primero una herramienta fundamental en teoria de la medida: el teo-
rema de Radon-Nikodym. La idea es que dado un funcional lineal de LP(Q), le
asociamos una medida, y el teorema de Radon-Nikodym, a su vez, asocia a la
medida inducida con una integral de la forma (3.22); justamente lo buscado para
probar la suprayectividad de R. Comenzamos introduciendo algunos conceptos
preliminares.
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Definicién 3.6.1. Sea (€2, %) un espacio medible. Una medida real es una fun-
cién A : ¥ — [0,00) que es o-aditiva. Por otra parte, una funcién o-aditiva
v : % — C es una medida compleja.

Notemos que las medidas reales son medidas complejas.

Ejemplo 3.6.1. Sea f € L' (u). Definamos la funcién compleja

vi(E) ::/Efdu, VE €. (3.24)

La proposicién 3.3.1 implica que vy es o-aditiva, y por ende una medida com-
pleja. Notemos que si f es una funcién no-negativa, entonces vy es una medida
positiva, aunque no necesariamente real.

La funcién f no es la unica funcién integrable que induce a la medida vy,
pues si g = f c.t.p., entonces vy = v,.

Sin embargo, si f y g son dos funciones integrables para las cuales el conjunto
medible {x € Q| f(z) # g(z)} tiene medida positiva, la contrapositiva de la
proposicién 3.3.3 implica que existe un conjunto medible E para el cual vy (E) #
vg(E).

A fin de generalizar los resultados que se tienen para medidas positivas, es
conveniente descomponer una medida compleja en medidas positivas. Para ello
definimos a continuacién la medida de variacién.

Definicién 3.6.2. Sea v una medida compleja en (€2, ¥). Definimos la variacion
de v por

(oo}
vl :=sup > [v(E,)|, VEEY,

n=1

tomando el supremo sobre las particiones numerables {E, },en de E.
La variacién |v| es una medida positiva y finita. Ademds, satisface que
v(E)| < |v|(E), VE € X.
En el caso de una medida real A, definimos las medidas positivas y finitas
X = LX), A= (A - ).

Las funciones A™ y A\~ son las variaciones positiva y negativa, respectivamente,
y con ellas podemos formar la descomposicion de Jordan de la medida real A:

A=AT A", A=A +A

En el caso de una medida compleja v, notemos que las partes real e imaginaria
de la funcién v son medidas reales. Si escribimos A1 := Rev y Ay := Imv,
entonces v se expresa en términos de medidas positivas y finitas como

v=A" = A1) +i(Ay —AY). (3.25)
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Definicién 3.6.3. Sea (€, %) un espacio medible. En este, sea p una medida
positiva y v una medida positiva o compleja. La medida v es absolutamente
continua con respecto a u, y escribimos v << pu, si

WE)=0= v(E)=0, VEeX.

Ejemplo 3.6.2. Sea f € L'(u1) y v¢ la medida compleja inducida por f, definida
en el ejemplo 3.6.1. Si E € ¥ es de medida cero, entonces

vi(E) = /Efd,u =0. (3.26)

Por lo tanto vy << p.

A continuacién que todas las medidas absolutamente continuas respecto u
son de la forma (3.26).

Teorema 3.6.1 (Radon-Nikodym para medidas positivas). Sean p y v medidas
positivas y finitas en un espacio medible (2,%). Si v << u, entonces existe una
funcion h real e integrable tal que

V(E):/Ehdu, VE €. (3.27)

La funcion h es unica salvo conjuntos de medida cero.

Demostracion. Consideremos la medida ¢ = 1 + v y observemos que ¢ es una
medida positiva y finita, pues

0<o(E)=uE)+vE) < oo, VEeX.

/XEdU:/XEdM+/XEdV~
Q Q Q

De la construccién de la integral se sigue que si f es medible y no-negativa,

entonces
/glfdff:/ngdw/ﬂfdu. (3.28)

/Qfdaz/ﬂfdz/, /Qfdoz/gfd,u.

Asi que, cuando f € L!(o) entonces f es integrable bajo las medidas pu y v.
Teniendo presente que f es integrable si, y sélo si, |f| lo es, obtenemos que
L' (o) C LY (u) y L' (o) C L (v).

Sea ¢ : L?(0) — C el funcional lineal dado por

Entonces,

En particular,

= vV 2 .
¢f—/Qfd7 1 e I3(0)
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Como L?(o) C L*(o) C L'(v), el funcional ¢ estd bien definido.
Tomemos f € L?(o). Utilizando (3.28) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz

obtenemos que
‘/fdu s/lfldv
Q Q

d
g/ﬂlflo
1/2
91/2( 2d> .
<o(®) /Qlfl o

Por hipétesis o(Q) < co. De esto se sigue que ¢ € L?(0)*.

Recordemos que L?(o) es un espacio de Hilbert, por lo cual tenemos una
representacién de su espacio dual. Asi, por el teorema de representacion de
Riesz existe un tnico g € L?(0) tal que, para todo f € L?(0), ¢f = (f,3). Es

decir,
/ fdv / Ig (3.29)

Como f,g € L?(o) C L'(0), de (3.28) se sigue que podemos expresar (3.29)
como

/(1—g)fdu:/fgdu, Y f e L*o). (3.30)
Q Q

A continuacién propondremos la funcién h de (3.27). Sea E € ¥ tal que
o(E) > 0. Utilizando (3.29) con la funcién caracteristica x g tenemos que,

V(E):/Egda.

Como 0 < v < g, entonces

1
05 g Joto = g <t

La proposicién 3.3.4 implica que 0 < g < 1 o-c.t.p. Puesto que g € L?(o), sin
pérdida de generalidad podemos suponer que 0 < g(z) < 1, Vz € Q. De esta
forma obtenemos una particién de €2 respecto a la funcion g:

A:={zxeQ|0<g(x) <1}, B:={x € Q]g(x) =1}.
Con f = xp, a partir de (3.30) tenemos
w(B) =/ gdu=/(1—9)dl/:0-
B B

Luego, la continuidad absoluta de v respecto a p implica que v(B) =0y o(B) =
0. Asi que 0 < g <1 c.t.p.
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Ahora bien, sea E € ¥. Como 0 < g <1y g€ L*(0), entonces (1+g+...+
g")xEe € L*(0). Sustituyendo esta funcién en (3.30) obtenemos que:

/(1—g”+1)d1/:/g(1—|—g—|—...—|—g”)d,u. (3.31)
E E

Como 0 < g < 1 c.t.p., tenemos que g""!(x) — 0 monStonamente v-c.t.p.
Entonces,

lim [ (1—g¢"")dv =v(E). (3.32)

n— oo E

Por otra parte, la sucesién de funciones {g(1 + g + ... + ¢")}nen incrementa
mondétonamente a la funciéon medible no-negativa h = ﬁ. Utilizando el teorema
de convergencia mondtona,

Im [ g(l+g+...+9")du= / hdp. (3.33)
E

n— oo E

De (3.31), (3.32) y (3.33) concluimos (3.27).
Finalmente, observemos que la unicidad de h, salvo conjuntos de medida
cero, se sigue del ejemplo 3.6.1. Ademss,

/thu =v(Q) < oo.

Por lo tanto h € L (p). O

Corolario 3.6.1 (Radon-Nikodym para medidas complejas). Sea u una medida
positiva y finita, y sea v una medida compleja. Si v << u, entonces existe un
tinico h € L*(u) tal que

V(E):/Ehdu, VEEY. (3.34)

Demostracion. Utilizando la descomposicion de Jordan para una medida, ex-
presemos la medida compleja v en términos de medidas positivas y finitas

v=AF = A])+i(Ag —A). (3.35)

Por el teorema de Radon-Nikodym para medidas positivas existen funciones
reales hi, hy, hy, hy € L'(u) tales que

Ai(E):/EhjEdu, VEEX. (3.36)

J

Sea h = (hi —hy) +i(hg —hy ). Como L'(u) es un espacio vectorial complejo,
entonces h € L'(p). Ademés, de (3.35) y (3.36) vemos que para E € X,

V(B) = (\F(B) = AT (B)) + i\ (E) — A5 (E)) = /E hdp.
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3.7. Representacion del espacio dual

En la seccién anterior definimos la funcién antilineal R : LI(Q2) — LP(Q)*.
A cada g € L1(Q) se le asignd el funcional lineal

Ry(f) = /Q fgdm,  Vf e LP(9).

El siguiente teorema prueba que R es una isometria suprayectiva. Entonces
LP(Q)* es isométricamente isomorfo a L((2).

Teorema 3.7.1. Sea 1 una medida finita, 1 < p < 0o y q su exponente conjuga-
do. Entonces, para cada ¢ € LP(u)* existe una unica g € L(u) tal que ¢ = Ry,
esto es

¢f=/ﬂf§du7 Ve LP(u).

Mas aiin, ||9]| 1y ) = l|9]lq-

Demostracion. Sea ¢ € LP(u)*. A partir del funcional ¢, definamos una medida
compleja. Consideremos la funciéon compleja

v(E) = ¢(xE), VE €.

Si Ay B son conjuntos medibles disjuntos, entonces x4 + xp = Xaup. Junto a
la linealidad de ¢, se sigue que v es aditiva. Sea {E, }neny C 2 una coleccién de
conjuntos disjuntos entre si, con E = U,, ¢ nE,,. Escribamos Ay = F1U...U Ej.
Dado que Ay, C Ag41,

i [[xE — xa,llp = lim u(E\ Ax)V/P =0.
k—o00 k—o00
Luego, la continuidad de ¢ en LP(u) implica que

lim v(Ag) = lim 6(xa,) = 6(E) = v(E).
k—o0 k— o0

Esto prueba que v es g-aditiva, y obtenemos que v es una medida compleja.

Ademds, notemos que si u(E) = 0, entonces xg = 0 p-c.t.p., lo cual implica

que ¥(E) = ¢(xg) = 0. Por lo tanto, v es una medida absolutamente continua

respecto a p. Entonces, por el teorema de Radon-Nikodym existe una tunica

g € L'(u) tal que, para todo E € &

¢(XE):/E§d/~L=/QxE§du. (3.37)

A partir de esta igualdad para funciones caracteristicas, la estableceremos para
todo funcién en LP(u).

Si s es una funcién simple, de la linealidad de ¢ y la integral, (3.37) implica
que

6(s) = /Q sgdp. (3.38)
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Si f € L*(u), por el teorema 3.3.1 existe una sucesién de funciones simples
{$n}tnen tal que s, — f uniformemente c.t.p. La convergencia uniforme, y que
la medida p es finita, implican que ||s, — f|l, — 0. Luego, por la continuidad
de &, ¢(sn) — @(f). Con (3.38) y la convergencia uniforme,

o(f) = lim ¢(s,) = lim [ s,gdu= Qfﬁdu.

Por lo tanto,
o= [ fgdn Ve L), (3.39)
Q

Para extender la igualdad anterior del subespacio denso L*°(u) a LP(u)
necesitamos establecer que el funcional dado por

Ry(f) = /Q fgdn,  VfeLP(), (3.40)

estd bien definido y es continuo en LP(u). Para ello veamos que g € L9(u).
Sea a : Q — C dada por

a(z) = {0 _ sy(@) =0
lg(z)| /g(x) sig(z) #0.

Considerando A = {z € Q|g(z) = 0} y A°, es claro que « es una funcién
medible. Ademds, satisface que ag = |g|.
Para cada n € N, sea E,, = {z € Q| |g(z)] < n}, y definamos f, : @ — C
por
n ‘= XE, |!J|(F1 a.

Por construccién, f, € L (u). Asi que se satisface (3.39), y teniendo presente
la continuidad de ¢ y que |f|” = |g|?, V& € E,,, obtenemos:

/ 1917 dyu = / X 101" () dy
E, Q

< llgll (1F1)"?

1
= 9]l (1g1)*"” -
Luego,
/QXEn 9" du < |l¢ll7,  VneN.

Claramente 0 < xg, 9| < xE..1 9] ¥ XE, [9]* = |9]?. Asi que, €l teorema de
convergencia monétona implica que

lglle < ll1- (3.41)
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Concluimos que g € L%(u) y entonces Rg € LP(u)*. Dado que p es finita, de
acuerdo a la proposicién 3.5.2 L°(u) es un subespacio denso de LP(u). Con
esto, de (3.39) se sigue que

cb(f):/gfﬁdu, VF € LP().

De (3.41) y la desigualdad (3.23) obtenemos que ||¢|| = ||Rg| = ||gllq O






Capitulo 4

Espacios de Bergman

A continuacién, Q C C denotarda un dominio. Para 1 < p < o0, el espacio de
Bergman AP () consiste de las funciones analiticas y p-integrables en € respecto
a la medida de Lebesgue dm; esto es,

/|f|pdm<oo.
Q

El espacio AP() es normado, y su norma es la inducida por LP():

1/p
1 llarcey = ( / Iflpdm> . (4.1)

Resulta importante observar que existe un isomorfismo isométrico entre
AP(Q) y un subespacio de LP(Q), aquel formado por las clases de equivalen-
cia con un representante analitico. En ese sentido, y abusando de la notacién,

AP(Q) = LP(Q) N H(9). (4.2)

Pensaremos entonces a los espacios de Bergman como subespacios de LP((Q).

4.1. Estructura

En esta seccién estableceremos las propiedades bésicas de la estructura de
los espacios de Bergman. Los resultados se derivan del siguiente teorema, que
da una cota para la evaluaciéon en un punto de una funcién en el espacio de
Bergman.

Teorema 4.1.1. Sea 2 un dominio propio del plano complejo. Para cada f €
AP(Q) y 2z € Q,
[f()] < (xR f||Lav ), (4.3)

donde R := dist(z,0Q).

43
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Demostracion. Sea z € Q y tomemos r € (0, R). Por ser R la distancia del
punto z a la frontera de 2, entonces D,.(z) C §2. Puesto que f es analitica en (2,
al utilizar la férmula integral de Cauchy sobre la circunferencia C,.(z), tenemos
que

1 fw)

Q) =g5m ), s dm

1 2 f(z+re't)

= — 2 (ire)dt
2mi Jo (24 reit) —z (ire™)
1 27 .

=5 ; f(z+re')dt.

Luego, por la desigualdad del triangulo:

2 )
2] (2)] < / (2 +ret)| dt.

Lo siguiente es multiplicar por r e integrar respecto al radio:

R R 2
o /0 rlf(2)] dr = /0 /0 e 4 reit)rl i dr

La primera integral es facil de calcular. Para la integral de la derecha hacemos
un cambio de coordenadas polares y obtenemos una integral de drea en Dg(z).
En el caso p > 1, donde ¢ es su exponente conjugado, aplicamos la desigualdad
de Hélder. Se obtiene asi que,

TR?|f(2)] g/ |f(w)] dm
Dr(z)

1/p 1/q
< ( /D ) dm> ( /D = dm)

< ([ irewr dm)w (rR2)Va

= (TR |l a()-

Mientras que en el caso p =1,

TR2 < d
) < /D WGy am

= || fll ar)-

De las desigualdades anteriores, dependiendo el caso, obtenemos lo deseado. [
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Ejemplo 4.1.1. El espacio AP(C).
Sea f € AP(C) y tomemos z € C, r > 0. Si R = r?/\/7, claramente Dgr(z) C
C. Procediendo como en la demostracion del teorema 4.1.1,

1
G < I

Haciendo r — 0o, obtenemos que f = 0. Asi, concluimos que AP(C) = {0}.

Con motivo del ejemplo anterior, en lo sucesivo {2 es un dominio propio. Sin
embargo, atin es posible que AP(2) sea el espacio 0, lo cual no resulta de interés.
L. Carleson ha dado una caracterizacién en [4] de los dominios €2 cuyo espacio
de Bergman A2(f2) es no-trivial, sin embargo sus métodos escapan del alcance
de este trabajo. Por otra parte, J. Wiegerinck ha demostrado que la dimensién
de A?(Q) es cero, o bien, infinito (vedse [9]).

Para cada z € Q, definimos el funcional evaluacién §, : AP(2) — C por

0:(f) == f(2),  VfeA(Q) (4.4)

En los espacios normados, las desigualdades indican propiedades topoldgicas,
asi como la continuidad de operadores lineales. Este es el caso del teorema 4.1.1,
del cual se deriva el siguiente resultado.

Corolario 4.1.1. El funcional evaluacion §, : AP(Q2) — C es un funcional
lineal acotado de AP(QY), para todo z € Q.

Dada la importancia de los funcionales de evaluacién, para algunos resul-
tados necesitamos, no solamente que A%(Q) # {0}, sino que &, # 0, Vz € Q.
Equivalentemente, que para cada z € Q exista una funcién f € A%(Q) tal que
f(2) # 0. En dos casos podemos asegurar que esta hipdtesis se cumple, y son
los que tendremos en mente:

I. Si Q es un dominio acotado.
II. Si Q2 es un dominio propio y simplemente conexo.

En efecto, si 0 es acotado, entonces los polinomios pertenecen al espacio
AP(Q), y se satisface lo deseado. El caso de un dominio propio y simplemente
conexo se estudia con detalle en la seccién 4.6, pues la afirmacién es consecuencia
de la invariancia conforme de los espacios de Bergman.

Sin embargo, las condiciones anteriores no son necesarias para que el espacio
de Bergman no sea trivial y que los funcionales de evaluacién sean no-nulos.
Esto lo muestra el siguiente ejemplo. Retomamos el dominio del ejemplo 1.6.4,
que no es acotado ni simplemente conexo.

Ejemplo 4.1.2. Sea Q) = C\D. Dado 1 < p < oo, veamos que dim AP(2) = oo.
Para cada n € N, consideremos la funcién

fn(z) = 2737, Vze
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Claramente f, € H((2). Para probar que f, es p-integrable, primero estimemos
la integral correspondiente en el conjunto medible Ay = Dy \ Dg, con k € N.
Por construccidn, si z € Ay, entonces |z| > k se sigue que

/ |fnl? dm = |z73"|p dm
Ay Ak

:/ 2| 7" dm
Ag

< / k73" dm
Ag

= 1(2k + 1)k 3P,

Luego, como {Ag }ren es una particién medible de €Q:

[ 15l am = Z”/Ak fal? dm

2k +1
S WZ” k3np

< 00.

Por lo tanto, {fy, }nen C AP(2), y concluimos que dim AP(Q)) = co. Ademds,
observemos que
fi(z) #0, Vze.

Entonces todos los funcionales de evaluacién son distintos de cero, es decir
0, # 0, Vze.

Corolario 4.1.2. Sea {f,}nen C AP(Q) una sucesidn convergente a f € AP(Q).
Entonces, f, — [ uniformemente en compactos de Q. Asimismo, si {gntnen
es de Cauchy en AP(Q), entonces también es uniformemente de Cauchy en
compactos de ).

Demostracion. Sea K C € un compacto no-vacio y r := dist(K, 99Q). Como K es
compacto y la funcién distancia es continua, existe k& € K tal que dist(k, 9Q) =
r. Observando que K N9 C QN IN = @, se sigue que r > 0.

Luego, el teorema 4.1.1 implica que para cualesquier n,m € N:

(@) = fa@)] < (@?)7VP)f = ful . VzeK,y
I9n () = gm (2)| < (71) VPl gn — gmll,  Vz €K,
lo cual prueba lo deseado. O

Teorema 4.1.2. El espacio AP(Q)) es completo. En consecuencia, AP()) es un
espacio de Banach, y A%(Q) es un espacio de Hilbert.
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Demostracion. Dado que el espacio LP(f2) es completo, es suficiente probar que
AP(£) es un subespacio cerrado de LP(().

Sea {fn} C AP(Q2) una sucesién convergente a f € LP(f2). El corolario 3.5.1
muestra que existe una subsucesién { f, )} que converge c.t.p. a f. Por otra
parte, tenemos que {f,} es una sucesién de Cauchy en AP(2). Del corolario
4.1.2 se sigue que {f,} es uniformemente de Cauchy en compactos de Q. Luego,
la proposicién 1.4.1 implica que {f,} converge uniformemente en compactos a
un funcién g : Q@ — C, y dado que cada f,, es analitica, la proposicién 1.4.2
implica que g también es analitica. En particular, f,x) — g puntualmente. Por
lo tanto f = g c.t.p., mostrando asi que f € AP(Q). O

Indicaremos enseguida una propiedad elemental de los espacios de Bergman,
que heredan del espacio LP(§2). De acuerdo al teorema 3.5.2 el espacio LP () es
separable, y por tanto también sus subespacios. Obtenemos entonces la siguiente
proposicién.

Proposicién 4.1.1. El espacio de Bergman AP(Q)) es separable.

4.2. El espacio A%*(f2) y el niicleo de Bergman

A cada dominio dominio €2 lo asociamos con su espacio de Bergman A?((2).
Uno de los objetivos generales es estudiar como la geometria del dominio €2 se
refleja en la estructura del espacio 4%(Q), y viceversa.

La teoria elemental de los espacios de Hilbert nos sugiere estudiar al espacio
A%(Q) a partir de tres herramientas fundamentales: el teorema de representa-
cién de Riesz, las bases ortonormales y la existencia de una solucién a ciertos
problemas de minimizaciéon. Esta seccién se dedicara a los resultados que se
obtengan de estos planteamientos.

El primer resultado es la existencia de un nticleo reproductor. La construc-
cién depende de la continuidad de los funcionales de evaluaciéon. Como elementos
del espacios dual, se representan por medio del teorema de representacién de
Riesz.

Fijemos z € Q. De acuerdo al corolario 4.1.1, la evaluacién puntual d,(f) :=
f(2) define un funcional lineal acotado. Luego, el teorema de representacién de
Riesz asegura que existe un tnico k, € A%() tal que

f(2)=0.(f) = (f,ks),  VfeAXQ).

Es decir,
f(z) = / fw) E(@) dm(w), Y f € A%(Q) (4.5)
Definimos la funcién K :  x Q — C por
K(z,w) =k, (w), VYz,we . (4.6)

De esta forma, (4.5) muestra que K es un nicleo reproductor, esto es,

f(z)= A fw)K(z,w) dm(w), Vz e Q,Vf e A%(Q). (4.7)
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La funcién K recibe el nombre de nicleo de Bergman de Q. A la igualdad (4.7)
se le conoce como formula reproductora.

Proposicion 4.2.1. El nicleo de Bergman K : Q x Q — C satisface las si-
guientes propiedades.

1. Es hermitiano, es decir,

K(z,w) = K(w, z), Yw,z € . (4.8)

II. Para cada w € §, la funcion z — K(z,w) es analitica.

III. K(z,2) >0, VYzeQulk.|=VK(z z). Ademds, si el funcional 5, # 0,
entonces K(z,z) > 0.

IV. | f(2)] £ VK (2,2) | flla2(q), para cada z € €.

Demostracion. 1. Sean z,w € ). Recordemos que, de la construccién del nicleo
de Bergman, k, € A%(2). Entonces, podemos utilizar la férmula reproductora
y el comportamiento de la integral respecto a la conjugaciéon para obtener lo
siguiente:

K(zw) = / k(O K (w, ) dm(<)

/ Ko 0K (w,¢) dm(C)
/ K (2, QR (w, ¢) dm(C)

- /Q Fuo(OK (2, dm(Q)
= ku(2) = K(w, 2).
I1. Fijemos w € 2. Del inciso anterior se sigue que
K(zw) = K(w,2) = ku(2),

la cual es una funcién analitica en el espacio de Bergman.
III. Utilizamos nuevamente la férmula reproductora. Se obtiene que

K(2,2) = (o) = /Q ke () K (2, w) dm(w)
:/kz(w)K(z,w) dm(w)
Q

_ / K (z,w)K (2, w) dm(w)

= ||sz1242(sz)'
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Entonces K (z,z) > 0. Por otra parte, tenemos que k. es la representacién en
A%(9) del funcional §,. Asf que, cuando d, # 0 tenemos que

VK (2 2) = |k a2 (@) = 10:] ac)- # 0. (4.9)

IV. Expresemos f(z) con la férmula reproductora. Usando la la desigualdad
de Schwarz y el inciso anterior, obtenemos:

[F(2)] = [(fs k)

< N fllazllkzllaz@)

= VE() {4z

O

Observemos que la férmula reproductora, expresa en (4.7), define un opera-
dor integral en L?(2). Continuando con las propiedades del niicleo de Bergman,
veamos la relacién de este operador integral con A%().

En la demostracién del teorema 4.1.2 se vio que A2(f2) es un subespacio
cerrado de L?(2). Entonces, el teorema 2.6.1 implica que existe una proyeccién
ortogonal B de L?(Q) sobre A2(2). La siguiente proposicién indica que la férmu-
la reproductora (4.7) est4 definida en L?(2), y ademds, el operador integral que
induce es la proyeccién ortogonal B.

Proposicién 4.2.2. Sea B : L*(Q) — L%*(Q) la proyeccién ortogonal sobre
A%(Q). Entonces, para f € L*(Q)
Bf(z) = / Fw)K(z,w) dm(w), Vze .
Q

Demostracion. Sea f € L?(Q). Como B es una proyeccién ortogonal, entonces
es un operador autoadjunto. Utilizando también la férmula reproductora y que
Bk, = k., tenemos que

Bf(z) = (Bf,k)
= <.vakz>
)

— (k-
=AﬂwE@Nm

= / fw)K(z,w) dm(w).
Q

4.3. Representacion del nicleo de Bergman

Asi como la serie de Fourier expresa un elemento, en un espacio de Hilbert
dado, en términos de una base ortonormal, a continuacién encontraremos la
representacién correspondiente al nicleo de Bergman de ).
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El espacio de Bergman A?(£2) es un espacio de Hilbert separable, por ser un
subespacio de L?(f2). Luego, la proposicién 2.7.2 implica que existe una base
ortonormal finita o contable de A%(Q). Para simplificar la notacién supondremos
que la base es contable. En adelante denotaremos Ny := N'U {0}.

Lema 4.3.1. Supongamos que {en}nen, €5 una base ortonormal de A2(2).
Entonces, para cada f € A%(Q), su serie de Fourier

> (f.en)en (4.10)
n=0

converge a f uniformemente en compactos de §2.

Demostracion. Al ser {e, } una base ortonormal de A?(2), por el corolario 2.7.1,
la serie de Fourier de f respecto a {e,} converge a f en la norma de A%(f2).
Luego, el corolario 4.1.2 implica que la serie (4.10) converge a f uniformemente
en compactos de Q. O

Teorema 4.3.1. Supongamos que {e, }nen, €s una base ortonormal de A?(2).
Entonces, el nicleo de Bergman de ) tiene la representacion

K(z,w) = Z en(2)en(w), Vz,we . (4.11)

Demostracion. Fijemos z € ). Por el lema 4.3.1, la serie de Fourier de k, €
A? (©2) converge uniformemente en compactos. En particular, converge puntual-
mente. Asi que, para w €

ke(w) =Y (ke en)en(w). (4.12)

n=0

Luego,

K(z,w) =k, (w) = Z (kz,en) en(w).

A partir de la férmula reproductora podemos calcular los coeficientes de Fourier.
Para n € Ny:

T = (en, ) = /Q e (1) (@) dm(w)

_ / en (W) K (2, w) dm(w)
Q
= en(2).

Sustituyendo en la igualdad (4.12), obtenemos la conclusién. O
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Si bien la representacién (4.11) depende de la base ortonormal {e, }nen, €l
nicleo de Bergman de §2 es independiente de ella. Suponiendo que existe otra
base ortonormal {u, }nen,, tenemos que para cualesquier z,w €

oo o0

Z en(z) en(w) = Z Un (2) up (w).

n=0 =0

Las siguientes secciones profundizan en la independencia del ntcleo de 2, de
estructuras particulares de la teoria de los espacios de Hilbert. En cambio, tiene
una relacion intrinseca con la geometria del dominio.

4.4. Problemas de minimizacién en A%(Q)

Al examinar la demostracién del teorema de representacion de Riesz, es
evidente que esta depende de la solucién a un problema de minimizacién: aquel
que define una proyeccion ortogonal. Recordemos que el nicleo de Bergman se
obtiene del teorema de representacién de Riesz. Por ello, es natural que el niicleo
de Bergman aparezca en la solucién de los siguientes problemas de minimizacion.

El primer ejemplo de un problema de minimizacién es consecuencia inme-
diata de las propiedades del nticleo de Bergman de la proposicién 4.2.1, y sirve
como motivacion.

Proposicion 4.4.1. Sea wy € Q2 un punto fijo y supongamos que el conjunto
M = {f € A2(Q)] f(wo) = 1}.
es no-vacio. Entonces, la funcion

K(Z,'w(])

M) = Tty (4.13)

es la tinica solucion al problema de minimizacion min{|| f|l a2y | f € M}.

Demostracion. Puesto que M # @&, entonces d,,, # 0 y por ello K (wg,wp) > 0.
Consideremos la funcién
h := kyy /K (wo, wp).

Por el inciso (V') de la proposicién 4.2.1,

[[h]] 420y = K (wo, wo) /2.

Y del inciso (IV) de la misma proposicién, tenemos que
1£lla2() = K (wo, wo) /2, VfeM.

Se sigue que, ||h|| = min{||f|la2q) | f € M}.

Finalmente, dado que M = 6;01(1) , entonces el conjunto M es cerrado,
convexo y, por hipotesis, no vacio. La proposiciéon 2.6.1 implica la unicidad de
la solucién. |
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Para obtener una generalizacién del resultado anterior, es necesario regresar
a la herramienta elemental de un espacio de Hilbert: las proyecciones ortogonales
sobre subespacios cerrados.

Teorema 4.4.1. Sean wy,...,w, € Q puntos distintos y ay,...,a, € C. Si el
conjunto
M ={feAQ)|f(wj) =a;,j=1,....,n},

es no-vacio, entonces existe una unica solucion al problema de minimizacion

min]|flLaz(oy | £ € M. (4.14)

Ademds, la solucion es de la forma

n
h(z) =Y ¢K(zw;), VzeQ, (4.15)
j=1
donde c1,...,c, € C son constantes determinadas por wy, ..., wy,.

Demostracion. Por hipétesis M # @, entonces existe p € M. Consideremos la
traslacién de M

My :={f € A*(Q)| f(w;) =0,j=1,...,n}.

Este es un subespacio cerrado de A%(Q), pues My = ?:157;3_1(0). Luego, por el

teorema 2.6.1, existe una proyecciéon ortogonal R : A%(2) — A2%(Q) sobre M.
Por ser R una proyeccion ortogonal, de acuerdo a la proposicion 2.6.1, Rp es el
unico elemento de M, que satisface lo siguiente:

lp — Rp|| = dist a2(q)(p, Mo).

Ademds, como M, un subespacio vectorial para el cual M = p + My,
dist 42(a) (p, Mo) = nf llp — | = inf [lp+af| = fof |If].

Por lo tanto, h := p— Rp € M es la Uinica solucién al problema de minimizacion.
Notemos que al ser R una proyeccién ortogonal sobre My, entonces h = p— Rp €
M.

Lo siguiente es caracterizar a la solucién h a través de M. Sea

N = <kw1,...,kwn>7

es decir, N es el subespacio de A%(£2) generado por ky,, - - ., kw, . Tenemos que
f € My si, y sblo si,
f(w]‘):O, j:l,...,n.

Y por la férmula reproductora, esto sucede si, y sélo si,

J(wy) = (f, kw;) =0, j=1,...,n.

Que se presenta si, y sélo si, f € N+. Entonces N* = M. Al ser N un
subespacio vectorial cerrado, se sigue que N = Mg". De esta forma concluimos
que F' € N, lo cual prueba lo deseado. O



4.5. EL ESPACIO A%(D) 53

La hipétesis del teorema 4.4.1 es que el conjunto
M={feAQ)|flw;)=a;,j=1,...,n}

sea no-vacio. Sin embargo, como se observé en la seccion 4.1, esta condicién no
se satisface para cualquier espacio de Bergman.

Cuando el dominio 2 es acotado, entonces M es no-vacio. y se sigue que el
teorema 4.4.1 es valido para dominios acotados, como probaremos enseguida.
Notemos primero que los polinomios pertenecen al espacio de Bergman A%(2).
Después, si wy, ..., w, € (2 son puntos distintos, entonces el polinomio de La-
grange p(z) = >7_) a;Lj, con Lj(2) = [15,21 i (2= wm)/(wj—wy,), satisface
que p(w;) = aj, para j =1,...,n.

En particular, el teorema 4.4.1 es vélido para A%(D). Asi que, como conse-
cuencia de la invariancia conforme y el teorema del mapeo de Riemann, si €2 es
un dominio propio y simplemente conexo entonces M es distinto del vacio. Esta
afirmacion se probara con detalle en la seccién 4.6.

4.5. El espacio A*(D)

Las técnicas propias al estudiar funciones definidas en el disco unitario, como
el cambio de variable a coordenadas polares y la representaciéon como serie de
potencias de las funciones analiticas en D, permiten realizar calculos explicitos
del producto interior en A?(D). El objetivo es encontrar una base ortonormal
de A%(£2), asf como una representacién explicita del niicleo de Bergman de D.

Lema 4.5.1. Sean m,n € Ny y r > 0. Entonces,

0 St FEm,
/ 2" ZMdm = { a2t 7 (4.16)
D,

1 St =1m.

Como consecuencia, los monomios son ortogonales.

Demostracion. Realizamos un cambio de variable a coordenadas polares:

T 27
/ 2" ZMdm = / / (sew)n (se_w)m sdfds
D, o Jo

27
_ / Sn+m+1/ ez(n—m)@ do ds.
0 0
Si n = m, entonces

2T ) 2T
/ e!(n=mf g = / e df = 2.
0 0
Se sigue que

r 27 2 2(n+1)
, 2qpntmt r
/ Sn+m,+1 / ei(n—m)Q do ds = )
0 0

n+m+ 2 - n+1
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Por otra parte, cuando n # m tenemos que
27

2m . 1 .
/ ez(nfm)ﬁ df = - ez(nfm)ﬁ = 0.
0 i(n —m) 0

r 2
/ ghtml / =M 49 ds = 0.
0 0

Lema 4.5.2. Sea f € A%(D). Si su representacion como serie de potencias es
f(z) =30 ganz", ¥z €D, entonces

(f,2") =

Demostracion. Sea j € N. Para calcular el j-ésimo coeficiente de Fourier, apro-
ximemos la integral en I a través de una integral sobre D;., con 0 <r < 1.
Fijemos 0 < r < 1. Como f es analitica en D,, la serie

f(z)= Z anz"
n=20

converge uniformemente en D,. Ademds, |f(z)| < Y. _janr™ = f(r) y Dy

tiene medida finita. Utilizando entonces el teorema de convergencia dominada
y el lema 4.5.1, obtenemos que

/DT f(z)zjdm:/Dr (i anz"> Z dm

n=0

oo
= E an/ Z"Z™dm
ks

n=0

o2+
=a; | ——— | -
J j + 1

Consideremos la sucesién de conjuntos medibles y anidados Ay = Di_q /g,
Vk € N. Como UgenAr, = D, de la proposicién 3.3.1, se sigue que

Luego, en este caso:

O

T
a?
n+1 "

Vn € Np. (417)

(f.27) = [ f(z)% dm

k—o0 Ay
1—1/k)206+D
i o (TR
— 7T a;
= ] 1 i
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Teorema 4.5.1. La familia {e, }nen, C A%(D) dada por

1
en(z) = n: 2", Vn € Ny, (4.18)

es una base ortonormal de A?(D).

Demostracion. Primero calculemos (e, en) a través del lema 4.5.1. Se tiene
que,

(ensem) :/en(z)em(z )dm

/ 1 1
n+ m+/”mdm

_ sin #m,
N 1

sin=m.

Esto verifica que {e,,} es un conjunto ortonormal.
Tomemos f € A%(D). Puesto que f es analitica en D, la funcién f tiene una
representacién como serie de potencias en D:

oo
z) = Z anz", VzeD. (4.19)
De acuerdo al lema 4.5.2, para n € Ny,

<f,en>:,/”:1<f,z”>: nilan. (4.20)

Por lo tanto, si (f,e,) = 0, Vn € Ny, entonces a,, = 0, Vn € Ny. Al ser estos
los coeficientes de la serie de Taylor de f, se sigue que f = 0. De la proposicién
2.7.1 concluimos que {e,} es una base ortonormal de A?(DD). O

Ahora que disponemos de una base ortonormal de A?(D), es sencillo dar una
férmula para el nicleo de Bergman, como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 4.5.1. El nicleo de Bergman de D es la funcion

1
Demostracion. Sea {e,} la base ortonormal de A?(D) del teorema 4.5.1. Fijemos
z,w € D. Por el teorema 4.3.1, el nicleo de Bergman de D tiene la siguiente
representacion:
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A fin de calcular la serie anterior, notemos que la funcién

1 —
g(z)zl_Z:Z::Oz, VzeD

es analitica en D. Luego, de acuerdo al teorema 1.5.1,

1 o0

g/(Z) = m = Z nz"_l, Yz S D.

n=1

Por otra parte tenemos que zw € D. Por lo tanto, al sustituir en la representa-

cién del nticleo concluimos que

K(z,w) =

3|

(o)
S+ T =
n=0

4.6. Invariancia conforme

Cuando dos dominios 2 y © son conformemente equivalentes, geométrica-
mente entendemos que {2 se puede deformar en © bajo ciertas condiciones de
regularidad; la més importante de ellas es que se preserven los angulos entre
curvas. A nivel de los espacios de Bergman, esta semejanza geométrica se refleja
en un isomorfismo de espacios de Hilbert, que demostramos en seguida.

Teorema 4.6.1. Sean 2 y © dos dominios del plano complejo. Si existe una
biyeccién conforme ¢ : Q — O, entonces A%(Q) y A%(©) son isomorfos como
espacios de Hilbert.
Ademds, si J((,w) es el nicleo de Bergman de ©, entonces el nicleo de )
es
K(z,0) = ¢ () J(0(2), @) F @), Vzwe Q. (4.22)

Demostracion. Primero estableceremos el isomorfismo entre los espacios. La bi-
yeccion conforme induce el operador

T.f = (fop)y, VfeA*O).

Para f € A2?(©) tenemos que (f o )¢’ es analitica. Y por el teorema de
cambio de variable,

1£ 1%z o) :/e|f(w)|2 dm

- / Fe)2 10 () dm
Q

= ||wa||§12(sz)~
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Por lo tanto f € A%(Q), y
T, : A%(©) — A*(Q)

es una isometria lineal con inversa qulg = (gop H) (). Se sigue que T, es
un operador unitario, que establece un isomorfismo de espacios de Hilbert entre
A%2(Q) y A%(0).

Para probar la invariancia del nicleo, sea {e,} una base ortonormal de
A%(©). Para simplificar la notacién supongamos que es numerable. Dado que
T es un operador unitario, la proposicién 2.8.1 implica que {Te,} es una base
ortonormal de A?(2). Luego, del corolario 4.5.1 obtenemos que

¢'(2)J(p(2), (W)@’ (w) = Y ¢ (2)enlp(2))enlp(w))¢! (w)

n=1
i S —
= Z Te,(z) Te,(w).
n=1
La 1ultima expresién es la representacién del niucleo de 2 respecto a la base

ortonormal de {Te,}, entonces se verifica lo afirmado. O

El teorema anterior muestra que si ¢ :  — © es una biyeccién conforme,
entonces existe un isomorfismo T, : A?(©) — A?(£). De acuerdo a la propo-
sicién 2.3.3, T, induce un isomorfismo entre los espacios duales, a través del
operador transpuesto

T; cA%(Q)F — A%(O)".

Por la construccién del nicleo de Bergman, los funcionales de evaluacion

tienen un rol central en los espacios de Bergman. Para wg € €2 se definid

duo(f) = f(wo), Y feA* Q).
Principalmente, nos interesa determinar si el funcional d,,, es distinto de cero.

Proposicién 4.6.1. Sean Q y © dos dominios del plano complejo y ¢ : @ — ©
una biyeccion conforme entre ellos. Siwy € 2, entonces el funcional §,,, = 0 si,
Yy 8610 8i, Oy(wy) = 0.

Demostracion. Observemos que para f € A%(0)

TL,/O(S’LUO(f) = 51110 (wa)
= b, ((f 0 ©)¢")
= f(p(wo))¢' (wo)
= ‘Pl(wo)(sap(wo)(f)~
Entonces,
T;éwo = ¢ (w0)dp(wp)- (4.23)
Dado que T7, es un isomorfismo y que ¢’ # 0, de (4.23) se sigue que

5100 =0 = 5¢(w0) =0.
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Siguiendo el ejemplo de los funcionales de evaluacién, aprovechamos la inva-
riancia conforme para trasladar propiedades de un espacio de Bergman sencillo
hacia otros méas complicados. En lo que resta de la seccién, los enfocaremos en
los resultados que se hereden del espacio A%(D).

Supongamos que (2 es un dominio propio simplemente conexo. El teorema del
mapeo de Riemann asegura que, en este caso, existe una biyeccién conforme ¢ :
Q) — . Para esta situacién, el siguiente corolario presenta una base ortonormal
para A2(f2), asi como al niicleo de Bergman de €.

Corolario 4.6.1. Sea () un dominio propio y simplemente conexo. Si p : Q@ — D
es una biyeccion conforme, entonces se tiene lo siguiente:

L. Una base ortonormal para A?(Q) estd dada por

un(2) =/ 2 F L) o), veeq. (4.24)

1. El nicleo de Bergman de ) es

K(zw) = — 2 EHEW) (4.25)

(1 = p(2) p(w))?

Demostracion. 1. Sea T, : A%2(D) — A?(Q) el operador unitario inducido por
la biyeccion conforme . Este operador fue introducido en la demostracién del
teorema 4.6.1, y se definicién como

Tof=(fop)y, VfeA D)
Sea {en }nen la base ortonormal para A?(D) del teorema 4.5.1,

_ n+1

€n<<-) = Tcn, VHENO

De acuerdo a la proposicién 2.8.1, {Te,} = {u,} es una base ortonormal de
A%(Q).

II. En el teorema 4.3.1, se demostré que el nicleo de Bergman de D es la
funcién

1
J = —.
Basta sustituir en la igualdad (4.22). O

Previamente habiamos establecido una relacién entre los funcionales de eva-
luacién de dominios conformemente equivalentes. El siguiente corolario es para
el caso correspondiente al disco unitario.

Corolario 4.6.2. Sea Q un dominio del plano complejo propio y simplemente
conero. Si w,...,w, € Q son puntos distintos y a,...,a, € C, entonces el
conjunto

M ={fe A2Q)|flw;) =a;, j=1,...n} = N{15,; (a;),
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es no-vacio, donde 0,,; es el funcional de evaluacion correspondiente. En parti-
cular, el funcional 6., no se anula.

Demostracion. Primero observemos que al ser {2 un dominio propio y sim-
plemente conexo, por el teorema del mapeo de Riemann existe una biyeccién
p:Q—D.

Dado que D es acotado, existe un polinomio p € A%(D) tal que

plo(w;)) = o /¢ (w;),  j=1,....n.

Luego, por la proposiciéon 4.6.1, para j = 1,...,n se cumple que

5wj = Spl(wj)6¢(wj)(p)
= ¢’ (w;)p(p(w;))

= Oéj.
Lo cual prueba lo deseado. [

Ejemplo 4.6.1. En la seccién 1.6 se demostré que la trasformacion de Cayley,
¢ : H — D dada por ‘
i—z
= , VzeH,
plz) = z

es una biyeccién conforme.
Siguiendo el corolario 4.6.1, el nicleo de Bergman de H es

1
K(z,w) = ") o (w —
) =)0 e

S i+ 2P+ a(l - 52 2EEy
e S
- m(—2i(z — w))?
_ 1
Com(z—w)?

Usando la férmula reproductora, se sigue que para todo f € A%(H)

w
j"(,z):/]}wr(g(I)U)chm(w)7 vz € H.

El semiplano superior es un buen ejemplo porque tenemos la transforma-
cién de Cayley; sin embargo, esta no es la situacion més comun. Al contrario,
para un dominio §2 propio y simplemente conexo no conocemos explicitamente
una biyeccion conforme ¢ : 0 — D, salvo en algunos casos especiales. Afortu-
nadamente, el teorema del mapeo de Riemann no sélo asegura que €2 y D son
conformemente equivalentes. También afirma que, para cada wy € €2, existe una
tnica biyeccién conforme ¢ : @ — D tal que ¢(wp) = 0y ¢ (wg) > 0. Como
consecuencia, obtenemos una expresion de ¢ en términos del nicleo de Bergman

de Q.
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Corolario 4.6.3. Sea wg € Q fijo. Si K es el nicleo de Bergman de € y
v : Q= D es una biyeccion conforme tal que p(wg) =0 y ¢’ (wp) > 0, entonces

©'(2) = mf{(%@%) (4.26)

Demostracion. En el corolario 4.6.1 se obtuvo una representacién del nicleo de
Bergman de Q:

K(z,wp) AQLACD

m(1 = ¢(2) p(wo))
Usando que ¢(wg) =0y ¢'(wp) > 0, tenemos que

K (z,w0) = ¢'(2) ¢’ (wo) = &' (2)¢" (wo). (4.27)

5

Y en particular:
7K (wo, wo) = (¢ (wo))?%. (4.28)

Para obtener la conclusién, basta despejar ¢'(z) de (4.28) y (4.27):

1 T
K(Z,wo) = m[{(z,wo)

O

Para finalizar la seccién, estudiemos el papel que tiene un mapeo conforme ¢ :
Q — D en A%(Q), para un dominio © propio y simplemente conexo, Desde una
perspectiva geométrica, la respuesta estd ligada al problema de minimizacién
del teorema 4.4.1.

Fijemos wy € ) y retomemos el planteamiento del problema de minimiza-
cién. Fijemos wy € ) y sea

M. = {f € A%(Q)| f(wo) = c},

donde ¢ # 0 es una constante. Dado que €2 es simplemente conexo, el teorema
1.6.2 implica que para cada f € M, existe una dnica funcién analitica F': 2 — C
tal que F(wg) =0y F’ = f. Denotemos

Qf == F(Q),

el cual es un dominio del plano complejo. En efecto, dado que F' = f € M., la
transformacién £ no es constante. Luego, por el teorema 1.6.1, {2 es un abierto
no-vacio. Y como {) es conexo y F' continua, entonces {1y también es conexo.

Supongamos ahora que F' es inyectiva, entonces F' es una biyeccién entre €2
y §2y. Por el teorema de cambio de variable obtenemos una interpretacion de la
norma en A%(Q):

11 = / 12 dm = m(Qy). (4.29)
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Con esta motivacién, consideremos el problema de minimizacién del drea de la
imagen de 2 bajo la antiderivada de f € M:

min{m(Qy) | f € M., F inyectiva}. (4.30)
De acuerdo a (4.29), (4.30) coincide con
min{||f\\?42(9) | f € M., F inyectiva}. (4.31)

Observemos que el problema de minimizacién (4.31) es un caso més especifico
del que hemos estudiado en esta seccion:

min{|[ fl% ) | f € M} (4.32)

Tomemos ¢ = /7K (wp,wp). Por el teorema 4.4.1, la solucién a (4.32) es la
funcién
— T K(zw)
z —— K(z,wp).
K(’LU(), wo) o
Por otra parte, en el corolario 4.6.3 se prueba que la biyecciéon conforme ¢ :
Q — D tal que p(wy) =0y ¢’ (wp) > 0 satisface que

fon G
o' (z) = 7K(w0,w0)K(z’w0)’ Vze

Por lo tanto ¢’ € M. C A?(Q) y es la solucién a (4.32). Sabemos que ¢ : Q@ — D
es una biyeccién, entonces ¢’ también es la solucién al problema de minimizacién
(4.31). Concluimos que

min{m(Qy) | f € M., F inyectiva} = m(Qy) = m(D) = 7.

En general, concluimos que el disco unitario D = €, minimiza el drea de la
imagen {2y, cuando F’' € A%(2) y F es inyectiva.

4.7. Espacios de Bergman en el disco unitario

En lo sucesivo, nos enfocaremos a estudiar los espacios de Bergman con do-
minio el disco unitario, AP (D). Primero se estudiard la relacién entre los espacios
de Bergman y otros espacios de funciones. Denotaremos por P(D) al espacio de
funciones polindmicas en D, y por C(D) al espacio de funciones continuas en D.

Observemos que el disco unitario es un conjunto acotado. Esta propiedad
tiene dos consecuencias, centrales en lo sucesivo:

I. P(D) C AP(D),

II. AP(D) C A9(D)sil<q<p< oo.
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Es destacable que, en particular, P(D) C A%(D); pues la conjuncién de la
geometria del disco, con la estructura de espacio de Hilbert, ha dado varias
propiedades, que en este caso son valida para los polinomios. A continuacion, se
probard que los polinomios son densos en AP(D), lo que permitird generalizar
los resultados de A%(D) a AP(D)

Para demostrar la densidad de los polinomios, se necesitan algunos resultados
preliminares.

Dada una funcién f: D — C, para 0 < p < 1, definamos la dilatacion de f
por el factor p como

fo(2) = f(pz),  VzeD.

Lema 4.7.1. Sea 1l <p < oo Si f € C(D)NLP(D), entonces f, — f en LP(D),
cuando p — 1.

Demostracion. Observemos que para 0 < r < 1,
£ = £l = [ 17 = 17 am
= [ Al ams [ ip gl dm.
D, D\D:

El objetivo es estimar || f — f, [/} acotando primero las dos integrales anteriores.
Tomemos € > 0.
Por la convexidad de la funcién z? en [0, 00), tenemos que

[f = Fol” < U1+ 117 < 227 H (P + 1 fol”) -
De la desigualdad anterior y el teorema de cambio de variable se sigue que

P p—1 P P
/D\D = P dm <2 (/D\D £l dm+/D\DT|fp dm>

T r

1
<ort / |f|pdm+7/ IFIP dm | .
]D)\ﬁr P pD\BpT

Considerando p > 1/2, se tiene que D\ D, C D\ D, )5 y pD\ Dy, C D\ D, s,
de esta forma se sigue que

/ _f=folPdm < 21’“/ |f|P dm. (4.33)
D

D\D. \D,/2

Para realizar la aproximacion, observando que D;_1 C D;_ L, resulta que
n n

lfm IfI? dm:/|f|p dm.
D

n— oo 517

3
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Entonces existe N € N tal que

/ IfI? dm:/|f\p dmf/ IfIP dm < e/2PT2,
D\D, 1 D D, 1
- -

De esto junto con (4.33) obtenemos que si g = 1 — %, entonces
[ ir=pr<ep (4:34)
D\D.,

Por otra parte, la funcién f es uniformemente continua en D,,,. Entonces
existe 0 < § < 1 tal que

Fowl<8 = |f() - fw)| < (e/2m) 7. (435)
Tomemos p > méx 1 — §. Entonces
z—zpl=ld[1-pl<1-p<b  VzeD.

Por lo cual, (4.35) implica que

1£(2) = £,(2) < (e/27r2)" . Vze Dy,

Luego,
L 11@ - s dm < ez (4.36)

70
Tomando en cuenta la condicién sobre p impuesta en (4.33), sea max{%,1—
0} > p < 1. De (4.34) y (4.36) concluimos que

1f = follp <&,

que prueba lo afirmado. O
Teorema 4.7.1. El espacio P(D) es denso en AP(D), con 1 <p < oo.

Demostracion. Recordemos que AP(D) C (C(D)N LP(D)). Asi que, el lema 4.7.1
implica que basta probar lo siguiente: para cada f € AP(D) y 0 < p < 1, existe
una sucesién de polinomios convergente a f,.

Sea f € AP(D) y fijemos 0 < p < 1. Puesto f, es analitica en D, ,,, por el
lema 1.5.2, la serie de Taylor de f,:

%)

n
E anz
n=20

converge absolutamente y uniformemente en D C D, Jp-
Sea

k
Pr(z) == Z anz".

n=0
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Entonces la sucesién de polinomios { Py} C P(D) converge uniformemente en D
a f,. Notemos que al ser funciones continuas en un conjunto compacto, entonces
estdn acotadas en D. En particular, {P;} C L®(D) y f, € L>(D). As{ mismo,
la convergencia uniforme implica que P, — f, en L*°(D). En la proposicién
3.5.1 se demostrd que la inclusién i : L°(D) < LP(D) es continua. Por lo cual,
se sigue que P, — f, en LP(DD). O

4.8. La proyecciéon de Bergman

Recordemos que el nicleo de Bergman de D es
1
27

K(zw) = a5

Vz,w € D.

Esta funcién también corresponde al nicleo de un operador integral de L?(DD),
el cual estd fuertemente relacionado con el espacio A%(D). La proposicién 4.2.2
afirma que el operador B : L?(D) — L?(D), dado por

Bf(z) = /D 7r(f(w> dm(w), VzeD, VfeL*D), (4.37)

1—zw)?

es la proyeccién ortogonal de L?(D) sobre A%(DD).
Observemos que al fijar z € D, el ntcleo K se acota por

1
m(l —zw)

1

< D. 4.
SRR UE (4.38)

2

Tomemos f € L'(D) y z € D fijo. De (4.38) tenemos que

f) | [l

LS| amw < | 5 dnte)
1

AL

< 0.

Por la proposicién 3.5.1, LP(D) C L'(D) para 1 < p < oco. Entonces, la
estimacién anterior indica que podemos definir puntualmente un operador B de
L?(D) en F(D,C), el conjunto de funciones f : D — C.

Se define el operador integral B : LP(D) — F(D,C) por

f(w)
B = ———d 4.39
1) = [ = dmw), (4.39)
para todo z € Dy f € LP(D).

Los siguientes lemas buscan probar que B es una proyeccién de LP(ID) sobre
AP(D), para 1 < p < oo. Lo primero que se establecerd es que Bf € AP(D),
cuando f € LP(D).
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Lema 4.8.1. Sea 1l <p < oco. Si f € LP(D), entonces Bf es analitica.

Demostracion. Probaremos que la funcién

B = [ L )

se expresa como una serie de potencias convergente en .
Recordemos que para z,w € D

1 p—

T 57— > (n+1)z"w", (4.40)
n=0

y la serie de potencias converge absolutamente y uniformemente en compactos
de D.
Fijemos z € D. Dado que

@ i (n+1)z"w"

n=0

f(w)

(1l — zw)?

|/ (w)]
m (=2

utilizando el teorema de convergencia dominada,

BI() = [ s dm(w)

1—zw)?

:/Df(ﬂw) Z(n—i—l)z"ﬁ” dm(w)

o0

nntl w)w" dm(w
> [ #tw) @ amw)

Por lo tanto, Bf es una serie de potencias en D, que converge puntualmente
para cada z € . De la proposicion 1.5.1 se sigue que el radio de convergencia de
Bf es mayor o igual a 1. Es decir, Bf converge absolutamente y uniformemente
en compactos del disco unitario. O

Ahora que se probé que B f es analitica, falta ver que también es p-integrable.
Para realizar la estimacién de || Bf||,, nos serd de utilidad acotar algunas inte-
grales.

Lema 4.8.2. Para 0 <t < 1, la integral
/(1 — |w|*)"tdm < oo (4.41)
D

Demostracion. Cambiando a coordenadas polares,

1 2
/(1 —|w*)~t dm :/ / (1 —r®)"trdodr
D o Jo
0

_ 7r/1 (1= 12)~(20)dr.
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Hacemos el cambio de variable u = 1 — r2, y puesto que ¢ < 1, obtenemos que

0 1
7r/ (1 —rH) " (=2r)dr = 7T/ utdu = ——.

O

Lema 4.8.3. Seat € R tal que 0 < t < 1. Entonces existe una constante C' > 0
tal que

/ A=l oy < o — 1), (4.42)
D

11— zw|?

Demostracion. Por la invariancia rotacional, basta considerar z = p > 0. Con-
sideraremos dos casos: p < 1/2y 1/2 < p < 1.

i. Supongamos que |p| = p < 1/2. En este caso,

T G T
/Did ( >s/id (w)

11— pw|? p (1= |p[|w[)?
1Pyt
< [ S

— (1 [t — o)) / (1~ [wf?) ™ dm(w)

. —to2—t 7w27t mlw
<(1— o) "2 /Du fwl?)~t dima)
<C(—o)™

con C' = [;227" [ (1 — |[w[*)~* dm(w), que de acuerdo al lema 4.8.2, converge.
ii. Supongamos que p > 1/2. Para acotar (4.42), primero trabajamos en

|w| < i y luego en |w| > 2—1p.

Dado que 2—1p < 1, podemos proceder de forma andloga al caso p < 1/2.
Entonces,

a-tp)t (1w .
/wgl 1 ></w|§ @ ol (= [l Tl

L
2p 2p

<(1-pa —%)H /| (1 [wf) dm

< (1-p)iort / (1 = [w?) ™ dm(w)

wl< 2

< Co(1—p*)7"
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Ahora bien, para estimar la integral sobre el anillo ﬁ < |w| < 1, realicemos
un cambio de variable a coordenadas polares:

1w/ ! - d
/ %dm(w) :2/ (1 —rz)_tr/ S dr.
L<lwl<t 1= pw| i o (1 —2prcosf+ p?r?)

2p
(4.43)
Primero demos una cota para la tltima integral. Utilizando la identidad trigo-
nométrica cos § = 1 —2sin?(0/2) y que sinz > 2z /7 para 0 < z < 7/2, tenemos
que

1+ p*r? = 2prcosf = 1+ p*r? — 2pr(1 — 2sin?(0/2))
= (1 — pr)? + 4prsin?(6/2)
> (1—pr)? +4pré?/m.

Ademds, para v > 5, se satisface que 4pr6®/m® > 4p(5;)0°/7° = 20°/7°

(%)2 > 46%. De estas desigualdades se sigue

/” do - /2” df
o 1—=2prcos@+p*r2 ~ Jy (1—pr)2+4pro?/n?

1 /2” df
B R R R

1—pr

Realizando el cambio de variable u = 0/(1 — pr), obtenemos que

1 /2" do 1 /f du
L=pr)2Jo 1+ Z(z2)2 (A-pr) o 1+ Zu?

pr
1 /°° du
<
T (1=pr)Jo 1+ FZw?

2

1 T

(1—pr)2y2’

Entonces, (4.43) estd acotada por

2 1 2\ —t 2 p 2\ —t 1 2\t
1— 1- 1—

7Tf/ %rdrgl (/ 7( ) rdr+/ 7( ) rdr).

V2 1—pr v2\Jo 1-—pr o 1=pr

En la primera integral tenemos que 0 < r < p, que implica 1 — pr < 1 — r2.

Luego,

P (1 =2t 14

/ u7‘dr S/ (1—pr)~ " trdr
o (1—pr) 0

N

\
_

|
<
b
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Para la segunda integral, observemos que r < 1 implica 1 — p < 1 — pr, asi que,

/1 7(1 — 7az)itrdr <(1-p7t /1(1 — ) "lrdr

1—pr

1 B (1 _pZ)—t—i-l
=-(1-p) "t

51=r) 11

1 B (1 _p2)—t+1
= (1-p) !

51=0) 1_7
<L -
~2(1—1)

Por lo tanto, en este caso (4.42) estd acotada por

=) el L I
/.. w+ |  dm(v)

2
& 1= puwl A<ul<t |1 = pwl

< CO(l - p2)_t + i (2 + 2(117 t)) (1 - p2)—t

Teorema 4.8.1. Sea 1 < p < co. Se cumple lo siguiente:

I Si f € LP(D), entonces Bf € LP(D).

II. B:LP(D) — LP(D) es un operador acotado.

Demostracion. Fijemos 1 < p < 0o y sea ¢ su exponente conjugado. Tomemos
f e LP(D).

Usando el lema 4.8.3 con t = 1/p, existe una constante Cy tal que

— |1/
/ % dm(w) < Co(1 — |2|*)~V/P. (4.44)
p |1—wz
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Por la desigualdad de Holder y (4.44), para z € D tenemos que

wpel < [ LY )

|1 —w 2|

_ /D(1 ~ Jwf?)/a 0 _wZ|1|/J;<|“1’)|_ T 217 dim ()

(1 fuf?)~r v
= </D 11— dm(w))
1/p
T U 0
(/ |1 —wz| dm(w)>

qu wl?)~1/4a 1/p
< (co-1:P) /</f |1_w'z|) dm<w>> .

Integramos enseguida la estimacién anterior. Utilizando el teorema de Tonelli
cambiamos el orden de la integracion, se tiene

IPfIE = / PSP dm(z)
wl?)~1/4a
_ |f(w — |w] )_1/q 1Y g2 ) dm(w
c/ el (/Du )70 dm(z) ) ()
— [2|%)~1/a
e / F)P (1 - fuwf?)~1/ ( / de(z)) dm(w).

Utilizamos nuevamente el lema 4.8.3 en la tltima integral, con ¢ = 1/q, entonces

||Pf||£ < CA |f(w)|p (]_ _ |w|2)1/q(1 o |w‘2)—1/q dm(w)
=C| 11

Teorema 4.8.2. Sea 1 < p < c0. El operador B : LP(D) — LP(D) dado por

Bf(z)/D(f(w) VzeD, Vf e LP(D),

(1l —zw)?’

es una proyeccion sobre AP(D), que llamamos proyeccién de Bergman.
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Demostracion. En el teorema 4.8.1 se demostré que B es un operador lineal
acotado con imagen en AP(D). Falta probar que B2 = B, y para ello basta ver
que

Bg =g, Vg e AP(D).

Sea g € AP(D) C A'(D) y fijemos z € D. Veamos que podemos aproximar
Bg(z) con polinomios. Por el teorema 4.7.1, existe una sucesién de polinomios
{pn} que converge a g en A1(D). Es decir,

lim /D lg(w) — pp(w)| dm = 0. (4.45)

n—oo

Para z € D fijo, 1/ |m(1 — zw)?| < 1/m(1—|2|)?. Entonces, de (4.45) se sigue
que

. 9(w) P (w)
1 — d =0.
AL I e e s e ARG
Usando la desigualdad del tridngulo se sigue que
, pn(w) g(w)
| ———d = | ————d 4.46
60 p (1 —zw)? m(w) /D m(l — zw)? " (4.46)

Ademds, como {p,} C P(D) C A*(D) y B es la proyeccién de L?(ID) sobre
A%(D), se tiene que

pu(2) = /D 7T(f””_(fzu)zdm(w), VneN. (4.47)

Luego, de (4.46) y (4.47):

Bg(z)z/ﬂ)ﬂg(qu)dm(w).

1—zw)?

_ i Pn(w)
= lim [ —"———
n—oo [p m(1 — zw)?

dm(w)

= lim p,(2).

n—roo

Finalmente, como la convergencia en A!(D) implica la convergencia puntal,
pn(2) = g(z). Por lo tanto Bg(z) = g(2). O

Las propiedades de una proyeccion, las cuales se enuncian en la proposiciéon
2.3.4, implican que el espacio LP(D) tiene la siguiente descomposicién:

LP(D) = A*(D) ® N(B),

donde N(B) es el kernel del operador B. Este subespacio se caracteriza como
sigue.
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Lema 4.8.4. Sea B : LP(D) — LP(D) la proyeccién de Bergman, con 1 < p <
00. Sea f € LP(D). Entonces, f € N(B) si, y sdlo si,

/f(w)@"dmzo, vn € Np.
D

Demostracion. Sea f € N(B). Dado que Bf es analitica en D, siguiendo la
demostracion del lema 4.8.1, tenemos que la serie de potencias

Bf)= Y = (”:1> /Df(w)mndm (4.48)

n=0

converge uniformemente y absolutamente en compactos del disco unitario.
Por el teorema 1.5.1, (4.48) corresponde a la serie de Taylor de Bf.
Teniendo presente lo anterior, Bf = 0 si, y s6lo si, para cada n € Ny, el
n-ésimo coeficiente de la serie (4.48) es 0. Esto es,

/f(w)@"dm:O, Vn € Np.
D

O

Proposicién 4.8.1. Sea B : LP(D) — LP(D) la proyeccion de Bergman, con
1<p<oo. Sea f e LP(D). Entonces, f € N(B) si, y sdlo si,

/ fgdm =0, Vg e AP(D). (4.49)
D

Demostracion. Primero supongamos que f satisface (4.49). Entonces, en parti-
cular

/f(w)@”dmz()7 Vn e N.
D

El lema 4.8.4 implica que f € N(B).
Supongamos ahora que f € N(B). Sea g € AP(f)), con representacién en
serie de potencias

o0
g(w) = Z apw”, Vw e D,
n=0
que converge absolutamente y uniformemente en compactos de D.

Para 0 < r < 1, el teorema de convergencia dominada y el lema 4.8.4 impli-
can lo siguiente:

/Drfgdm—/DTf(w)nZOanw"dm
:;O%/Dr F(w) @™ dm

=0.
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Haciendo r — 1, concluimos que

/ngdmzo.

4.9. Representacion del espacio dual

Para finalizar con este introduccién a los espacio de Bergman, daremos una
representacién del espacio dual AP(D), para 1 < p < co. Nos servird de base los
resultados que hemos obtenido para los espacios L? (D).

Sea 1 < p < 0o y ¢ su exponente conjugado. Para f € LP(D) y g € LY(D),
definimos la funcién sesquilineal

(f,9) :=/Df§dm- (4.50)

Con esta notacién, recordemos que en la seccién 3.7 se definié el funcional
inducido por g, como

Rg(f) =(f.9)-

En la seccién 3.7 se demostré que R : L1(D) — LP(ID)* es una isometria. Por lo
cual, (4.50) toma el nombre de apareamiento dual.
Observemos que por la desigualdad de Holder,

KF < A1l llgllq-

Entonces el apareamiento dual es una forma sesquilineal acotada, y se si-
gue que es continuo en sucesiones, en el sentido que marca la proposicién 2.4.1.
La continuidad del apareamiento dual indica que se pueden heredar propieda-
des conocidas en A?(D), aproximando por polinomios. Esta idea se sigue para
demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 4.9.1. Sea 1 < p < 0o y q su exponente conjugado. Si f € LP(D)
y g € LYD), entonces
(Bypf.g) = (f, Bqg)- (4.51)

Demostracion. Dado que D tiene medida finita, por la proposicion 3.5.2, el espa-
cio L>°(D) es denso tanto en LP(D) como en L%(D). Entonces existen sucesiones

{fn}nENa{gn}nEN C LOO(D) tales que fn — f cn LP(D) Y gn — gen LQ(D)
Ademsds, la continuidad de la proyeccién B implica que Bf, — Bf en LP(D).
Luego, la continuidad de la forma sesquilineal (-,-) implica que

(Bfnsgn) — (Bf, g)- (4.52)

Andélogamente, tenemos que

(fn, Bgn) — (f, Bg). (4.53)
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Notemos que para cada n € N, f,, g, € L>®(D) C L?*(D). Y en el espacio
L?(D), B es una proyeccién ortogonal, y por lo tanto, un operador autoadjunto.
Entonces,

<B.fnagn> = <fn7Bgn>- (454)
De (4.52), (4.53) y (4.54) se sigue lo deseado. O

Dado g € A9(D), consideremos Sg : A?(D) — C dado por

Sg(f) == /Dfﬁdm, Vf e AP(D).

Esto es, S es la restricciéon a A?(D) de la isometria R : LI(D) — LP(D)*. Se
sigue que Sg € AP(D)* y que S es continua. Asi como en el caso del espacio
L?(D), el operador antilineal S : A9(D) — AP(D)* es el candidato a ser una
biyeccién, aunque no necesariamente es una isometria.

Que S sea inyectiva se sigue de la ortogonalidad de los monomios, que se
probé en la proposicién 4.5.1. En efecto, sean g, h € A?(D) tales que Sg = Sh.
Al ser funciones analiticas, sus respectivas series de Taylor

o0 o0
g(z) = Z anz" h(z) = Z bn 2",
n=0 n=0
convergen absolutamente y uniformemente en compactos de D. Para cada k € Ny

consideremos fi(z) := z¥. Luego,

Sq(fi) = /D Hgdm

oo
= 1i k =n
TﬂZan/Dz zZtdm
n=0
T
= a
k+1

k-

Andlogamente, Sh(fr) = 2=bg. Entonces a,, = b,, Vn € Ny, y se sigue que

E+1
f=g
De esta forma, queda probar que S es suprayectiva y un homeomorfismo.
Esto se demuestra en el siguiente proposicién.

Teorema 4.9.1. Sea 1 < p < 00 y q su exponente conjugado. Entonces, para
cada ¢ € AP(D)* existe una tinica g € A1(D) tal que

o= [ fgam.  Vfe @) (459)
D
Es decir, AP(D)* = AY(D). Ademds, existe C > 0 tal que

ol < llglly < Clloll- (4.56)
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Demostracion. Sea ¢ € AP(D)*. Del teorema de extensién de Hahn-Banach,
existe & € L/(D)" tal que ®|anp) = 6 v 8] = 9]
Por el teorema 3.7.1, existe h € L1(D) tal que

o(f) = [ fhdm={f.0), Ve L),
D
Consideremos f € AP(D), entonces B, f = f. La proposicién 4.9.1 implica que

o(f) =2(f)
= <h’Bf>

:/DfB*hdm.

Tomemos g = Bh € A9(D), con lo que se obtiene lo deseado.
Ahora bien, dado que B es un operador lineal acotado, entonces existe C' > 0
tal que
lgllg = [[BRIl < C|A]-

Teniendo presente que R : LI(D) — LP(D)* es una isometria, ||h| = ||¢||. Por
lo cual, ||gllq; < CJ/¢||. Por otra parte, utilizando la desigualdad de Hélder en
(4.55), se sigue que ||¢|| < ||gllq, lo cual prueba (4.56). O
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